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VII. 6ra: Latjuk a fatol az erdot

Az ora célja: A fa és erd6 fogalmanak megismerése, a fa élszamara vonatkozo tétel
felfedezése.

El6zetes tudas: graf, egyszerti graf, izolalt csucs, graf csicsanak fokszama, kor, ut,
Osszefliggo graf

Kozponti fogalmak: fa, erd

Az Ora felépitése

Rovid leiras Modszer Segédeszkoz Varhato
idétartam

1. | Grafok rajzolasa egyéni munka 5 perc

2. | Fa, erd6 fogalma frontalis tabla, kréta 10 perc
megbeszélés

3. | Stratégias jaték parmunka 10 perc

4. | A fa élszama frontalis tabla, kréta 10 perc
megbeszélés

5. | Feladatmegoldas egyéni vagy feladatlap 8 perc
péaros munka

6. | Az ora lezarasa tanari kozlés 2 perc

Ezen az 6ran megismerkediink a fa és az erd6 fogalmaval. Utana egy stratégias jatékot jatszva
megsejtjiik a fa élszamara vonatkozo tételt, amit be is bizonyitunk. Ha marad id6, az 6ra végén

feladatokat oldunk meg.

1. Az ora elején a didkok bemelegitésiil kiilonbozé feltételeknek eleget tevé grafokat
rajzolnak. Haromféle feladatot oldanak meg. (5 perc)

2. Ha a didkok jol dolgoztak, akkor észrevehetik, hogy mindharom feladatnak ugyanazok
a grafok a megoldéasai, ezzel a fa ekvivalens definici6ihoz jutunk. Definialjuk az erdé6t
is. (5 perc)

3. Utana a didkok egy stratégias jatékot jatszanak. (10 perc)

4. A jaték kapcsan megfogalmazodhat a fa élszamara vonatkozo sejtés. Kimondjuk a
tételt és be is bizonyitjuk. (15 perc)

5. Ha marad id6, az 6ra végén a didkok egyénileg vagy parban a tanult fogalmakat

gyakoroltat6 feladatokat oldanak meg. (10 perc)

Az ora elokészitése

Sziikséges:

1.

Feladatok nyomtatasa
Fajlnév: grafelmélet o7 melléklet fabol vaskarika feladatok
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Az oOra felépitése

1. Grafok rajzolasa (5 perc)
Tanar: A mult 6rakon sok 1Uj fogalommal ismerkedtiink. Azt szeretném, ha ezeket
gyakorolnank grafok rajzolasaval. Haromféle feladatot fogok kiosztani kozottetek:

A feladata: Rajzold meg az Osszes olyan 5 cstcsu grafot, amelyben nincs kor, de ha még egy
élet berajzolnank, mar lenne benne kor. = Maximalis kormentes graf.

B feladata: Rajzold meg az Osszes olyan 5 csicsa grafot, amely Osszefiiggs, de ha egy élet
elhagynank beldle, mar nem lenne 6sszefiiggé. = Minimalis Osszefiiggs graf.

C feladata: Rajzold meg az 0sszes olyan 5 cstcst grafot, amely 6sszefiliggd, de nincs benne
kor.

Hogy értem, hogy rajzoljatok meg az 0sszeset?

Diak: Ne feledjiik, hogy a grafok gumibdl vannak. Csak kiilonb6z6 (nem izomorf) grafokat kell
rajzolnunk.

Modszertani megjegyzések: A feladatok kiosztasa torténhet valahogy tilésrend szerint, de ki is oszthatunk
a diakok kozott A, B és C bettiket.

Nehezebb (és idGigényesebb) a feladat, ha 6 cstcesal adjuk fel.

Sétaljunk korbe, segitsiink az elakadoknak. Kérdezziink ra, hogy miért nincs t6bb megoldas.

2. Fa, erdo6 fogalma (10 perc)

Tanar: Valaki az A csoportbdl rajzolja fel a megoldasait! Mit vesztek észre?
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Diak: En is ugyanezeket a grafokat rajzoltam fel, pedig B/C voltam!
Tanar: Hat ez meg hogy lehetséges?

Diak: Mindharom feltétel igazabdl ugyanazt jelentette.
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Tanar: Szuper! Tehat mindharom feltétel ugyanazokat a grafokat adta meg. Ezeket a grafokat
fanak nevezziik.

fa: 0sszefiiggd és kormentes graf

De irhattam volna azt is, hogy maximalis kormentes vagy minimalis 0sszefiigg6. S6t van egy
tovabbi definicio is, ami az at fogalméat hasznalja. Van 6tletetek?

Diak: Hogy barmely két csticsa kozott van Gt?
Tanar: Nem, ez nem teljesen jo.

Diak: Ez az 6sszefliggfség definicioja volt. Még az is kell, hogy kormentes, azaz csak egyféle
ut van két csucs kozott.

Tanar: Igen, tehat az is j6 definicio, hogy egy fa két csticsa k6zott pontosan egy Gt van.

Modszertani megjegyzések: Hasznos lehet, ha 4tbeszéljiik, honnan lehetiink benne biztosak, hogy a fenti
3 db 5 csiicsii fa van. Erdemes fokszamok szerint sorra venni 6ket.

Erdeklsdsbb csoportban beszélgethetiink arrél, hogy miért ekvivalensek a fenti definiciék. Alabb olvashaté
néhany példa gondolatmenet:

e  Ha egy graf kormentes, de maximalis, azaz mar nem hizhaté be tovabbi él tgy, hogy kormentes
maradjon, akkor sziikségképpen 6sszefiigg6. Hiszen, ha nem lenne az, két komponens k6zé még
lehetne élt behtzni, és ez az él biztosan nem halad at kéron, hiszen a két komponens k6zott nem volt
ut korabban.

e  Ha egy graf 0sszefiiggd, de minimalis, azaz nem hagyhat6 el tovabbi él tgy, hogy 0sszefiiggd
maradjon, akkor sziikségképpen kormentes. Hiszen, ha nem lenne az, egy korb6l még hagyhatnank
el élt tigy, hogy a graf 6sszefiiggé maradjon, ugyanis a kor nem torolt élei tovabbra is utat
biztositananak a torolt él végpontjai kozott.

e  Ha egy graf barmely két csticsa kozott pontosan egy at van, akkor biztosan 6sszefiiggd, hiszen
barmely két cstcsa kozott van at. Tovabba nem lehet a grafban kor, hiszen akkor lenne olyan
csucspar, amelyek kozott tobb Gt vezet.

e  Ha egy graf 0sszefiiggd és kormentes, akkor maximalis kormentes, mivel még egy élt behtzva, az
biztosan kort hoz 1étre, hiszen a két cstics kozott korabban is volt Gt az 6sszefliggdség miatt.

e  Ha egy graf 0sszefiiggd és kormentes, akkor biztosan minimalis Osszefiiggd, mivel még egy élt
elhagyva mar biztosan nem lenne 6sszefiiggs, hiszen, ha 6sszefliggé maradna, akkor az elhagyott él
két végpontja kozott az elhagyott él nélkiil is lenne 1t, ezt az elhagyott éllel kiegészitve kort kapnank,
de akkor a graf nem lenne kérmentes.

e  Ha egy graf 0sszefiiggs és kormentes, akkor biztosan van barmely két cstcsa kozott at
(0sszefiiggGség) és nem lehet két 1t is a csticsok kozott, hiszen ez azt jelentené, hogy van a grafban
kor (a két ut eltérd szakaszai egyiitt kort alkotnanak), tehat a grafban pontosan egy at van két cstics
kozott.

e

De térjiink vissza a gyakorlatba. Mire lehetnek jok, milyen teriileteken jelenhetnek meg a
grafelméleti fak?

Diakok: A csaladfak grafelméleti fak./A dontési faval foglalkoztunk kombinatorika éran./A
rendszertani torzsfak./A szamit6gép mappa és fajlrendszere fat alkot.

Tanar: Ezek a példak nagyon jok, mutatjdk, hogy érdemes lehet a fakkal behatobban
foglalkoznunk. Van még egy grafelméleti fogalom, amit bevezetnék: az erd6é. Mi lehet az?

Diak: Tobb fa 0sszessége?
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Tanar: Igen, de hogy lehetne precizebben meghatarozni?

Diak: Az olyan grafot, amelynek komponensei fak, erdének nevezziik.
Tanar: Szuper.

erd6: komponensei fak

Van esetleg javaslat masik megfogalmazasra?

Diak: A kormentes grafot erdének nevezziik.

Tanar: Nagyon jé. Es mit gondoltok, egyetlen fa erd6t alkot?

Diak: Igen, mert kormentes.

Tanar: Bizony, egy fa egy 1 komponenst erdd.

3. Stratégias jaték (10 perc)

Tanar: Ismét jatszani fogunk. Alkossatok parokat! A két jatékos felvaltva rajzol éleket 8 cstics
kozé gy, hogy a graf kormentes maradjon. Az veszit, aki els6ként kort hoz létre.

Modszertani megjegyzések: A paralakitas torténhet iilésrend szerint, de torténhet sorsolassal vagy
elektronikus tton (pl. a https://flippity.net/ oldal ,random name picker” elemével).

Sétaljunk korbe, hallgassuk meg az Gtleteiket. Akik észrevették, hogy csak 7 élt lehet berajzolni és ezért mindig a
kezdd jatékos nyer, jatszhatnak g cstccesal. Ha ezt is ,megfejtették” (itt csak 8 él hiizhato be, igy mindig a méasodik
jatékos nyer), akkor jatszhatjak a kovetkez6 jatékokat:

Két jatékos felvaltva rajzol be éleket 6 csics kozé tgy, hogy végig egyszerd marad a graf. Az nyer, aki a kapott

7.z

grafot Osszefligg6vé teszi. Itt mar picivel bonyolultabb a nyer6 stratégia megtalalasa.

Ekkor 2. jatékosnak van nyerd stratégidja: Elsre az 1. jatékos éléhez kapcsolodva hiz be élt a 2. jatékos. Utana a
2. 1épésben az al4bbi 4bra kialakitasira torekszik, ezutan mindenképpen 6 ,koti be” az utolsé komponenst.

e o
s e
» °
A fenti abra csak akkor nem alakithato ki, ha az 1. jatékos masodik lépése utan az allas az alabbi:
[ Q\
. ®
e o

Ekkor mar csak harom él hiazhat6 be anélkiil, hogy csokkentené egy jatékos a komponensek szaméat. Mivel a
harom paratlan és a 2. jatékos kovetkezik, igy 6 fog nyerni.

Ezzel az 1. jatékos elérte, hogy két paros elemszamt komponensbdl alljon a graf, tehat nyerni fog.

o
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4. A fa élszama (10 perc)

Tanar: Mit vettetek észre a jaték soran?

Diak: Hogy 7 élt lehetett berajzolni gy, hogy kormentes maradjon, azaz mindig a kezd6
jatékos nyert.

Tanar: Es ehhez kellett valamilyen specidlis stratégiat kovetnie?
Diak: Nem igazan, csak arra figyelnie, hogy ne alakitson ki kort.
Tanar: Es miket rajzoltatok?

Diadk: Kormentes grafokat, azaz erdSket. A hetedik él behtzasa utdn mar maximalis
kormentes grafot, azaz fat kaptunk.

Tanar: Ki tud megfogalmazni az eddigi tapasztalatok alapjan valamilyen sejtést?
Diak: Hogy egy fanak mindig 1-gyel kevesebb éle van, mint cstcsa.

Tanar: Igen: Egy n csticst fanak n — 1 éle van. Ki tud a jaték alapjan érvelni a tétel igazsaga
mellett?

Diak: Kezdetben a grafunk n komponensbdl allt. Egy él behtizasaval 1 komponenst sziintettiik
meg. (Nem rajzolhattunk meglévé komponensen beliil élt, mert az kort eredményezett volna.)
Osszesen n — 1 komponenst kell megsziintetni, tehat n — 1 élt kell behtizni.

Tanar: Ez nagyon szép gondolat.

Moédszertani megjegyzések: A tétel bizonyithato teljes indukci6val is. Erdemes lehet ugyanakkor
az alabbi, ,mesés” bizonyitast megbeszélni vagy akar eljatszani. (A bizonyitast szokas Hajos Gyorgy
nevéhez kotni, ra volt jellemzd ilyen szemléletes érvelések megalkotésa.)

Képzeljik el, hogy a fagraf egy varos athal6zata a csticsok kozlekedési csomoépontok. Mindegyik
csticsban 4ll egy csenddr, az egyikben a fGcsendér. Amikor a féesend6r megfijja a sipjat, akkor
minden csenddr elindul felé. Az Gt egyértelm, hiszen farél van sz6. Most képzeljiik el, hogy minden
csenddr megall az els6 utca kozepén, amire ralépett. Azt allitjuk, hogy minden utcan pontosan egy

csenddr all.

7. 2

Ugyanis, ha lenne olyan utca, amin két csenddr 4ll, akkor lenne a grafban kor (mert ellenkezé
iranyba folytatnak az atjukat).
Hasonl6an, ha lenne olyan utca, amin nem 4ll csend6r lenne a grafban kor (kiegészitve az utcaval az
utca végpontjaibol indulb csenddrok atvonalat).

7.z

Tehat ugyanannyi utca van, mint csenddr: n — 1 (hiszen 1 csticsban a f6csenddr all).
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5. Feladatmegoldas (8 perc)

Tanar: Ismét sok 4j fogalommal, gondolatmenttel ismerkedtiink meg. Ezeket tudjatok még
gyakorolni a kiosztott feladatok megoldasaval. Dolgozhattok egyénileg vagy parban!

Moédszertani megjegyzés: Sétaljunk korbe, hallgassuk meg a didkok éGtleteit, segitsiink az
elakad6knak.

6. Az Ora lezarasa (2 perc)

Tanar: A mai 6rdn megismerkedtiink a fa és az erd6 fogalmaval. Kimondtuk és be is
bizonyitottuk a fa élszdméara vonatkozo6 tételt. Fejezzétek be otthon a feladatokat!

Mellékletek

Fak, erdok feladatok

Fajlnév: grdfelmélet o7 melléklet fabdl vaskarika feladatok
Tablazatos oravazlat

Ebben a dokumentumban tablazatos formatumban taldlhat6 meg minden olyan informacio,
amire hasznos lehet az 6ra tartdsa kozben ratekinteni. Nincsenek benne hosszi szoveges
részek és modszertani megjegyzések, de részletesen kovethetd az ora felépitése.
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