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VI. ora: Sétalunk, sétalunk

Az oOra célja: Problémak atfogalmazasa a grafelmélet nyelvére, fa fogalmanak el6készitése
(kor, 0sszefliggbség).

El6zetes tudas: graf, egyszerti graf, izolalt cstcs, graf csicsanak fokszama

Kozponti fogalmak: séta, at, kor, 6sszefiiggd graf, komponensek

Az Ora felépitése

Rovid leiras Modszer Segédeszkoz Varhato
idétartam
1. | Bogozodoés jaték jaték 5 perc
2. | Tanulsagok frontalis 5 perc
megbeszélése megbeszélés
3. | Feladatmegoldas szakért6i feladatlapok, drotok | 10 perc
mozaik -
szakért6i
csoportok
4. | Feladatok bemutatasa szakértoi 10 perc
egymasnak mozaik —
vegyes
csoportok
5. | Séta, at, kor, osszefiiggé | frontalis 13 perc
graf fogalma megbeszélés
6. | Az ora lezarasa tanari kozlés 2 perc

Ezen az 6ran is fontos szerepet kap, hogy kiilonb6z6 problémékat atfogalmazzunk a
grafelmélet nyelvére, ezzel is ismételve a kordbban tanult fogalmakat, szakkifejezéseket. Az
Euler-(kor)sétahoz k6t6d6 feladatokkal alapozzuk meg a séta, 1t, kor, 6sszefiigg6ség fogalmat,
amelyekkel elGkészitjiik a fa fogalmat, amirdl a kovetkez6 6ran lesz szo.

1. Az oraelején bemelegitésiil egy jatékot jatszunk, aminek le is vonjuk a tanulsagait. (10
perc)

2. Utéana a didkok szakért6i mozaikban ismerkednek Euler-(kor)sétahoz kot6do
feladatokkal. (20 perc)

3. Végiil részletesen atbeszéljiik a feladatmegoldasokhoz és a jatékokhoz kotodé
fogalmakat: séta, ut, kor, osszefiiggo grafok. (15 perc)

Az Ora elokészitése

Sziikséges:

1. Feladatok nyomtatasa a szakért6i mozaikhoz, esetleg rovid (5-10 cm-es) drétok a
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stestépit6” csoportnak
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Fajlnév: grdfelmélet 06 melléklet szakértoi mozaik

Opcionalis:

2. Gyakorlé feladatsor nyomtatasa a hazi feladathoz.
Fajlnév: grdfelmélet 06 melléklet fogalomgyakoroltato feladatok

3. Ha van lehet6ség vetiteni, akkor hasznos lehet az id6 mérése lathaté formaban,
példaul a https://pontosido.lovable.app/ oldal segitségével.

Az oOra felépitése

1. Bogoz6dos jaték (5 perc)

Tanar: Jatsszunk bevezetésiil egy jatékot! Alljatok korbe, majd csukott szemmel mindenki
ovatosan lépjen el6re néhany 1épést, és mindkét kezével fogjon meg egy-egy kezet. Miutan mar
minden kéz fog egy masikat, kinyithatjatok a szemeteket, és az lesz a feladatotok, hogy
kibogozzatok a ,,csomot” tigy, hogy tilos elengednetek egymas kezét.

Moédszertani megjegyzés: Sok informéciot adhat szamunkra a jaték megfigyelése. Ki veszi kézbe a
csoportbdl az iranyitést, ki hogyan tartja be a szabalyokat. Ha a gyerekek jol dolgoznak, akkor mindenképpen
koroket kell kapniuk eredményiil, ezek esetleg lehetnek egymasba ,akadva”, ebben az esetben nem lehet
teljesen ,kibogozni” a csomot.

2. A jaték tanulsagainak megbeszélése (5 perc)

Tanar: Mi koze volt a jatéknak ahhoz, amit tanulunk?

Diak: A jaték soran tulajdonképpen egy grafot alkottunk.
Tanar: Hogy értve?

Diak: Mi voltunk a graf csticsai és a ,kézfogasaink” a graf élei.
Tanar: Es mit szemléltetett a bogozodas?

Diak: Azt, amir6l korabban beszéltiink, hogy a grafok ,gumib6l” vannak, nem szamit a
csucsok és élek konkrét elrendezése, csak az, hogy mely csticsok vannak éllel 0sszekotve és
melyek nem.

Tanar: Szuper! Még milyen specialis tulajdonsaga volt a jatékban szereplé grafnak?
Diak: Mivel mindannyian két kezlinket nyajtottuk ki, ezért minden cstcs fokszama 2 volt.
Tanar: Igen, nagyon jo. Es 6sszesen hany éle volt a grafnak?

Diak: Annyi, ahdnyan vagyunk.

Tanar: Miért?



https://itm.renyi.hu/sites/default/files/oratervek/halmazok%20logika/10/Gr%C3%A1felm%C3%A9let/gr%C3%A1felm%C3%A9let_06_mell%C3%A9klet_szak%C3%A9rt%C5%91i%20mozaik.pdf
https://itm.renyi.hu/sites/default/files/oratervek/halmazok%20logika/10/Gr%C3%A1felm%C3%A9let/gr%C3%A1felm%C3%A9let_06_mell%C3%A9klet_fogalomgyakoroltat%C3%B3%20feladatok.pdf
https://pontosido.lovable.app/
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Diak: Mert a bogozodas utan kort/koroket kaptunk. Itt nyilvanvaléan ugyanannyi kézfogas
van, mint személy.

Tanar: Nagyon j6! Tudunk emellett masképpen is érvelni?

Diak: Igen. Ha minden cstcs fokszama 2, és n csics van, akkor a fokszamok Osszege 2n. A
mult 6ran tanult tételt értelmében az élek szama ennek fele, azaz n.

3. Szakért6i mozaik — feladatok megoldasa (10 perc)

Tanar: 4 csoportot fogunk alakitani. Minden csoport kap egy feladatlapot. A feladatok
megoldasara 10 percetek van. Mindenki torekedjen arra, hogy aktivan részt vegyen a csoport
munkijaban, mert utdna 1j csoportokban el kell magyaradznotok a feladatokat és a
megoldasaitokat egymasnak.

Moédszertani megjegyzések

A csoportalakitas torténhet elektronikus tton (pl. a https://flippity.net/ oldal ,random name picker” elemével,
ezen beliil a ,jigsaw groups” opci6t hasznalva), de példaul franciakartya segitségével is. Egy 16 fGs szakért6i
mozaikhoz érdemes a 16 figurat kiosztani (bubi, ddma, kiraly, 4sz — mind a négy szinbdl). Ebben a korben azok
alkotnak egy csoportot, akik ugyanazt a szint haztak.

Ha kisebb létszamu a tanuldcsoport, akkor is alakitsunk 4 csoportot. Ha pedig 1ényegesen nagyobb létszamu a
csoport, akkor a szakért6i mozaik két korben is megvaldsithato, azaz két-két csoport ugyanazzal a feladattal
foglalkozik. Torekedjlink arra, hogy ebben a korben a csoportok minél egyenlébbek legyenek.

A csoportmunka soran sétaljunk korbe, bizonyosodjunk meg arrél, hogy minden csoport hozzakezdett a
feladathoz, érti, hogy mit kell csinalni. Sziikség esetén segitsiink kérdésekkel.

Sl

4. Szakért6i mozaik — feladatok bemutatasa (10 perc)

Tanar: Most Gj csoportokat fogunk alkotni gy, hogy minden csoportba keriiljon egy diak
minden csoportbél. Mindenkinek 2 perce lesz arra, hogy bemutassatok egyméasnak a
megoldott feladatokat. A végén 2 percetek lesz arra, hogy megfogalmazzatok, mi a kozos a
feladatokban!

Modszertani megjegyzések

Lehetséges modszer az Gj csoportok alakitasara, hogy az eredeti csoport tagjai kiosztjak maguk
kozott az A, B, C és D bettiket, majd az azonos bet(iket valasztok vannak egy csoportban. Vagy, ha az
elébb franciakartyat hasznaltunk, akkor most az azonos figurat hizok lehetnek egy csapatban.

P

5. Séta, at, kor, osszefiiggdség fogalma (13 perc)

Tanar: Kivancsi vagyok, mire jutottatok, mi a kozos a feladatokban?

Diak: A feladatokban tulajdonképpen grafok szerepeltek.



https://flippity.net/
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Tanar: Ezt hogy értitek?

Diak: Hogy a feladatokban szerepl§ probléméakat at lehet fogalmazni grafelméleti
problémara.

Tanar: Lassuk hogyan!

Diaki1: A konigsbergi hidaknal a hidak az élek, a varosrészek a cstcsok.

Diak2: A rajzolos feladatban a vonalak a graf élei, a vonalak tal4lkozasai a cstcsok.
Diak3: A trontermes feladatnal a termek a graf csticsai, a kozottiik 1évé ajtok az élek.
Diakg: A drotvazas feladatban a testek cstcsai a graf cstcsai, a testek élei a graf élei.
Tanar: Ez nagyon izgalmas. Es milyen tovabbi hasonlésag volt a problémakban?
Diak: Valamilyen szabaly szerint végig kellett menni a graf élein.

Tanar: Milyen szabdly szerint?

Diak: Hogy minden élen pontosan egyszer haladjunk at.

Tanar: A drétvazas kérdésnél is ez volt a feladat?

Diak: Nem teljesen, de ott is cél volt, hogy minél kevesebb , megszakitassal” haladjunk at az
éleken.

Tanar: Tanuljunk meg egy grafelméleti fogalmat, hogy rendesebben tudjunk errél beszélni. A
grafokon lehet ,,utazni”. Ha elindulunk egy csticsbdl és sorban egyméashoz csticsban csatlakozo
éleken megylink végig, akkor sétalunk, azaz ez a csticsokban csatlakozo6 élsorozat egy séta.
(Tényleg ez a grafelméleti szakkifejezés.)

A feladatokban egy nagyon speciélis séta szerepelt — olyan, amelynek soran minden élen végig
kell haladni pontosan egyszer — ez az Euler-séta. Mit vettetek észre, mikor van Euler-séta
egy grafban?

Diak: Mi azt vettiik észre, hogy a dolog a csticsok fokszaman malik.
Tanar: Milyen moédon?

Diak: Nem lehet a grafban kett6nél tobb paratlan fokszdma cstcs. Ezekbdl a csticsokbol kell
indulnunk, illetve érkezniink.

Tanar: Miért?

Diak: A koztes csucsok mindegyikére igaz, hogy a séta soran bemegyiink, majd ki is megyiink,
azaz minden ,latogatasunkkal” 2-vel n6 a cstcs fokszama.

Tanar: Remek. Meg tud-e valaki fogalmazni akkor egy szabalyt?

Diak: Akkor létezhet egy grafban Euler-séta, ha a paratlan fokszamu csticsok szdma 2.
Tanar: Nem lehet mas?

Diak: De o is lehet, ha visszaériink a kiindulasi cstcsba.

Tanar: Es 1 nem lehet?

Diak: A fokszamok 0sszege paratlan lenne!
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Tanar: Szuper. Mi tehéat a javitott szabaly?
Diak: Akkor létezhet egy grafban Euler-séta, ha a paratlan fokszam csticsok szdma o vagy 2.

Tanar: Még mindig nincs teljesen igazatok. Tud-e valamelyikétok olyan grafot rajzolni,
amelyben csupa paros fokszamu csics van, de nincs benne Euler-séta?

Moédszertani megjegyzés: Ha nincs 6tlet, akkor rajzoljon a tanar.

Tanar: Mi itt a probléma?
Diak: Hogy a graf tobb darabbol all.

Tanar: Nagyon jo. Sziikséglink van még egy fogalomra, az 0sszefiiggdség fogalmara, hogy
ezt a problémat orvosolni tudjuk. Egy graf osszefiiggé, ha barmely csacsabol barmelyik
csucsaba el lehet jutni, azaz létezik kozottiik séta. A nem Osszefiiggd grafok Osszefiiggd
komponensekbdl allnak.

A kiralyi palotarol sz616 feladatban a tronterem nyilvan elérhetd volt a bejarattol. A grafelmélet
nyelvén mi erre a bizonyitékunk?

Diak: A bejarat csicsabol indulé Euler-séta, ami a tronteremben végzddik.

Tanar: Ha a kirdlynak sietnie kell vagy éppen f4j a 1aba, akkor is ezt a kacskaringos sétat fogja
megtenni?

Diak: Nem, nem tesz felesleges kitéréket, hanem a legrévidebb iton megy oda.

Tanar: igy van! Egy grafban, ha sorban egyméshoz csticsban csatlakozé éleken megyiink végig
ugy, hogy nem ismétliink csicsokat (és éleket), akkor egy utat tesziink meg. Tényleg ez a
grafelméleti definici6ja az ttnak.

Mit gondoltok, az Gt egyben séta is?

Diak: Igen, de nem minden séta lesz t.

Tanar: Es ha két cstcs kozott van séta, akkor van 1t is?
Diaka: Persze, a felesleges kanyarokat elhagyjuk.

Diakz2: Pontosabban, ha egy olyan csticsba ériink, ahol mar voltunk, agy a kett6 latogatas kozti
sétat toroljiik.

Tanar: Rajzoljunk egy példat, hogy szemléletesebb legyen.

Ezek alapjan mit tudnatok megfogalmazni az Gt és az 6sszefliggdség kapcsolatarol?
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Diak: Egy graf pontosan akkor 0sszefiiggd, ha barmely két cstcsa kozott vezet ut.
Tanar: Igy van, igy szokas az 6sszefiiggséget definialni.

Most mar készen Aallunk ra, hogy helyes szabalyt fogalmazzunk meg az Euler-sétara
vonatkozoan. Ki prébalja meg?

Diak: Egy Osszefiiggd grafban akkor létezhet Euler-séta, ha a paratlan fokszamu cstcsok
szama O vagy 2.

Modszertani megjegyzések:

Teljesen pontosan igy szblna a tétel: Egy 6sszefiiggd grafban pontosan akkor 1étezik Euler-séta, ha
a paratlan fokszamu csticsok szama o vagy 2. A korabban a beszélgetésben elhangz6 érvelés
igazabol csak a fokszamokrol szol6 feltétel sziikségességét igazolja. Azt, hogy ez elégséges feltétel is,
picit hosszadalmasabb bizonyitani. Matematika irant érdekl6d6bb csoportban érdemes lehet
ezekre (sziikséges és elégséges feltétel, precizebb kimondas és bizonyitas) id6t szanni. Ehhez
lehetséges forras: https://www.cs.bme.hu/~lazsa/sza2022/otodik eloadas SZA22.pdf

——

Tanar: Ma mar megbeszéltiik a grafelméleti séta és ut fogalmat. Az ora eleji bogozodés soran
is el6jott egy specialis fogalom, csak akkor még nem mondtam, hogy ez is grafelméleti
szakkifejezés. Ez a kor. Mi lehet az?

Diak: Olyan ut, ami visszatér a kiindulasi pontba?
Tanar: Igen, olyan at, aminek kezdé és végpontja megegyezik.

Zarasul szedjiik 0ssze a tanult fogalmakat!

e séta: csucsokban csatlakozo élsorozat
<+

—>

e 1t: olyan séta, amely nem halad at kétszer ugyanazon a csticson

—»>

¢ kor: olyan at, amelynek kezd§ és végpontja ugyanaz



https://www.cs.bme.hu/~lazsa/sza2022/otodik_eloadas_SZA22.pdf

v Grafok VI. 6ra
tanitanank | o .
mi 10. évfolyam Sétalunk, sétalunk

u XA A

o Osszefiiggo graf: barmely két pontja kozott van at
o anem Osszefiiggd grafok osszefliggé komponensekbdl allnak

példa nem Osszefliggd,

¢élda Osszefiiggd grafra
. et két komponensii grafra

Modszertani megjegyzés: Ha az el6z6 6ran volt sz6 a Hamilton-korrdl is, akkor érdemes lehet
id6t szanni a Hamilton-at/kor és az Euler-séta/korséta 6sszehasonlitasara példaul az alabbiak
szerint:

Szempont Hamilton-at/kor Euler-séta/korséta
cél Minden csticson egyszer dtmenni. Minden élen egyszer atmenni.
Analégia Futir (minden hizba be kell dobni Hoékotr6 (minden utcat le kell
a csomagot). takaritani).
Nehézség »,Nehéz”: nincs altalanos recept. L,Konnyd”: cs?k a 1fokszémokat
nézziik.

6. Az ora lezarasa (2 perc)

Tanar: A mai 6ran megismerkedtiink a séta, Euler-séta, ut, kor, 6sszefliggség fogalméaval.
Ezekhez kot6édnek a kiosztott gyakorlofeladatok is.

Mellékletek

Feladatok a szakértdi mozaikhoz

Fajlnév: grdfelmélet 06 melléklet szakértoi mozaik
Gyakorlo feladatsor a hazi feladathoz.

Fajlnév: grdfelmélet 06 melléklet fogalomgyakoroltaté feladatok

Tablazatos 6ravazlat

Ebben a dokumentumban tablazatos formatumban talalhat6 meg minden olyan informaécio,
amire hasznos lehet az 6ra tartasa kozben ratekinteni. Nincsenek benne hossza szoveges
részek és modszertani megjegyzések, de részletesen kovethet6 az ora felépitése.
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