v Grafok V. 6ra
tanitanank

mi 10. évfolyam Barangolo

V. 6ra: Barangol6

Az ora célja: Egy grafelméleti tétel kimondasa és preciz bizonyitasa, jatékok a kovetkezd
orai fogalmak el6készitésére.

El6zetes tudas: graf, egyszer( graf, hurokél, parhuzamos él, graf csicsanak fokszama,
fokszamtétel, skatulyaelv

Kozponti fogalmak: fokszdmok, bejarasok, osszefiigg6 graf

Az Ora felépitése

Rovid leiras Modszer Segédeszkoz Varhato
idétartam

1. | Kiillonbo6z6 fokszamok frontalis slyukas” 20 perc
megbeszélés, bizonyitasok
parmunka tabla, kréta

2. | Barangolé jatékok forgdszinpad mértani testek, 18 perc

grafok, ,sakktablak”

3. | Megbeszélés frontalis 5 perc
megbeszélés

4. | Az ora lezarasa tanari kozlés 2 perc

Az ora els6 részében bebizonyitjuk, hogy egy (legalabb kétcstcst) egyszerti graftban biztosan
van legalabb két azonos fokszamu csics. Utdna jatékos feladatokkal ismerkednek a diakok a
Hamilton-korokkel. Fontos cél, hogy kiilonb6z6 problémékat atfogalmazzunk a grafelmélet
nyelvére, ezzel is ismételve a kordbban tanult fogalmakat, szakkifejezéseket.

1. Az ora elején a mult 6ra végén kiadott feladatok kapcsan megbeszéljiik, hogy minden
legalabb kétcsucsu egyszerti grafban van két azonos fokszamu cstcs. A
preciz bizonyités elvégzéséhez a diakok egy ,lyukas” bizonyitést téltenek ki. (20 perc)

2. Ezutan forgoszinpados modszerrel a didkok harom allomason jatszanak.

3. Végiil megfogalmazzuk, hogy mi volt kozos a jatékokban, elGkészitjiik az
Osszefiiggdség fogalmat.

Az ora elokészitése
Sziikséges:

1. ,Lyukas” bizonyitasok nyomtatasa, felvagasa
Fajlnév: grdfelmélet o5 melléklet bizonyitds

2. Meértani testek elGkészitése (jo, ha van kozottiik kocka, téglatest, tetraéder,
oktaéder, dodekaéder, hasab, gtla), négyzethalos lapok, illetve az allomasok
leirasanak és a grafbarangolos abrak nyomtatasa a forgoszinpadhoz
Fajlnév: grafelmélet 05 melléklet forgoszinpad



https://itm.renyi.hu/sites/default/files/oratervek/halmazok%20logika/10/Gr%C3%A1felm%C3%A9let/gr%C3%A1felm%C3%A9let_05_mell%C3%A9klet_bizony%C3%ADt%C3%A1s.pdf
https://itm.renyi.hu/sites/default/files/oratervek/halmazok%20logika/10/Gr%C3%A1felm%C3%A9let/gr%C3%A1felm%C3%A9let_05_mell%C3%A9klet_forg%C3%B3sz%C3%ADnpad.pdf
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Az oOra felépitése

1. Kiilonbo6z6 fokszamok (20 perc)

Az ora elején megbeszélink néhany feladatot, feladatrészletet, gondolatot az el6z6
feladatlaprol. A kovetkez6 parbeszédek fiktivek, tisztdban vagyunk vele, hogy a didkok itt leirt
valaszai sokszor életszerlitlenek, nem fogalmaznak ilyen frappansan. Mégis probalunk valamit
sugallni abbdl, hogy milyen valaszokra, otletekre lenne j6 ravezetni a csoportot.

Tanar: Szeretnék beszélgetni a mualt 6ra végén kiadott feladatlap feladatainak egy részérol.
Mi volt a kozos a feladatokban?

Diak: Mindegyik arrol szolt, hogy 1étezik-e adott fokszamu cstcsokkal rendelkezé graf.
Tanar: Nagyon jo. Mire kérdezett ra a 3. feladat?

Diak: Hogy létezik-e olyan 3 csticsu, illetve 8 csticst graf, amelyben a csticsok fokszamai mind
kiillonboznek.

Tanar: Nem kell valamivel még kiegésziteni ezt?

Diak: A feladat szovege alapjan egyszer( grafokrol van szd. Senki sem fogott onmagaval kezet,
tehat nincs a grafban hurokél, és két személy legfeljebb egyszer fogott kezet, igy parhuzamos
élek sincsenek.

Tanar: Es meg tud-e valaki fogalmazni a feladat tanulsagai alapjan egy sejtést?
Diak: Egy egyszer(i grafban nem lehet minden cstics fokszama kiilonb6z6.
Tanar: Vagy masképpen megfogalmazva?

Diak: Egy egyszer(i grafban biztosan van két azonos fokszam cstcs.

Tanar: Nagyon jo. Ezt a sejtést fogjatok most parokban bebizonyitani. Leirtam a bizonyitast
egy lapra, de kihagytam belGle részeket. Kiosztom ezt a lyukas szoveget, probaljatok meg beirni
a megfelel§ szavakat, szamokat kifejezéseket. 5 percetek van erre!

Modszertani megjegyzés: A parok lehetnek az egymas mellett iil6 tanulok, de dolgozhatunk véletlenszert
parokkal is, ehhez hasznalhatjuk példaul a https://flippity.net/ ,Random name picker” alkalmazasat. Ha
paratlan szam1 didkunk van, akkor az egyik csoport lehet haromfés.

A tétel bizonyitasinak kiegészitése nem csak logikus gondolkodést igényel, de a szovegértési kompetencidkat is
fejleszti.

J6 matematikai felkésziiltségli csoportokban egyéni munkéban is kiadhaté.

Jarjunk korbe, segitsiink az elakad6 paroknak.

P

Tanar: Beszéljiikk meg, mire jutottatok! Mi helyesen a tétel?

Diak: Minden egyszer( grafban létezik két azonos fokszdmi csucs.

Moddszertani megjegyzés: Késébb még pontositani fogjuk a tételt.



https://flippity.net/
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Tanar: Jo. Tekintsiink egy n cstcst egyszerti grafot. Mik a lehetséges fokszamok ebben a
grafban.

Diak: A legkisebb 0. A legnagyobb (n — 1). Koztiik barmi lehet.

Tanar: Pontositanad ezt?

Diak: Barmilyen egész szam.

Tanar: Ez 0sszesen hanyféle fokszam?

Diak: n-féle.

Tanar: Akkor hol itt a probléma: pont ugyanannyi féle fokszdm van, ahany cstcs?

Diak: o és (n — 1) fokd cstics nem lehet a grafban egyszerre, hiszen az utébbi az 6sszes t6bbi
csticesal Ossze lenne kotve, azaz nem lehetne a grafban izolalt csdcs. Igy viszont mar csak
(n — 1)-féle fokszam maradt az n csticsra.

Tanar: Szuper. Ki emlékszik, hogyan neveztiik azt az elvet, amit alkalmazunk a bizonyitas
végén?

Diak: Skatulyaelvnek.

Tanar: Igen. Ha tobb gyufaszal van, mint skatulya, akkor kell lennie olyan skatulyanak,
amiben legalabb két gyufaszal van. Mik voltak a bizonyitdsunkban a skatulyak?

Diak: A lehetséges fokszamok.
Tanar: Es mik voltak a gyufaszalak?
Diak: A graf cstcsai.

Tanar: Olvassa fel valaki a kész szoveget!

Tanar: Felfedeztiink és kozosen bebizonyitottunk egy tételt, ez szép eredmény. Most mar csak
az a kérdés miért nem igaz a tétel...

Diak: Hogyhogy nem igaz, most bizonyitottuk be!?

Tanar: Van olyan nagyon specialis graf, amire nem teljesiil. Nincs benne két azonos fokszami
csucs, mert...

Diak: Ja! Nincs is benne két csics, mert csak egy csticsa van.
Tanar: Igen, az egycstcst lires grafra nem igaz a tétel. De hol bukik meg az iménti bizonyitas?

Diak: A o és az n — 1 fokszam itt ugyanaz és szerepelhet egyszerre, ezért itt nem igaz, hogy
kevesebb fokszam hasznalhat6, mint ahany cstucs van: egyféle fokszam és egyetlen cstics van.

Tétel: Es kétcsticst grafra mar jo az okoskodasunk?

Diak: Igen. Itt a 0 és 1 nem szerepelhet egyiitt, igy vagy mindkét cstcs foka 0, vagy mindkett6é
1.

Tanar: Remek. Abbahagytam a kotozkodést. Hogyan szo6l akkor a tétel teljesen precizen?

Diak: Minden legalabb kétcsticsu egyszeri grafban l1étezik két azonos fokszamu cstcs.
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Tanar: Térjlink vissza a feladatokhoz. Mit gondoltok ezek fényében a 4-es feladatrol?
Diak: Epp az imént bizonyitottuk be, hogy nincs ilyen graf.

Tanar: Senki sem tudott rajzolni?

Diak: De, én igen.

Tanar: Hat az meg hogy lehet?

Diadk: A feladat nem mondta, hogy egyszert grafrél van sz6. Hurokélekkel konnyedén
megoldhato6 a feladat.

Tanar: Bizony. Fontos, hogy mindig figyeljiink ra, hogy a feladat szovege pontosan milyen
feltételeket fogalmaz meg a grafokra vonatkozoan. Az imént megbeszélt tétel csak egyszerid
grafokra igaz.

Es létezik-e olyan graf, amelyben a csticsok fokszamai rendre 0, 1, 2, 3, 4, 5°?
Diak: Nem, mert itt nem teljesiil a fokszamtétel, a fokszamok Osszege paros.
Tanar: Es a fokszamtétel nem csak egyszer(i grafokra igaz?

Diak: Nem, az minden grafra teljesiil, hiszen minden €l (igy a hurokél is) kett6vel néveli a
fokszamok Osszegét.

Moddszertani megjegyzés: Ha sziikségesnek érezziik részletesebben is atbeszélhetjiik a feladatlap egyes
feladatait.

2. Barangol6 jatékok (18 perc)

Tanar: Egy kicsit jatszani fogunk. Harom nagyjabol egyenld létszamu csoportra foglak titeket
osztani. Harom alloméson kell kiildetéseket megoldanotok. A harom allomaés:

1. Testbarangolo
2. Grafbarangolo
3. Huszarbarangol6

Egy allomason 5 percetek lesz, utana forgunk. Egyénileg vagy parban dolgozzatok!

Modszertani megjegyzések: A csoportok kialakitasara hasznalhatunk barmilyen
sorsolbeszkozt (pl. franciakartyat) vagy példaul https://flippity.net/ ,Random name
picker” alkalmazasat. Adjunk egyértelmi utasitast, hogy melyik csoport hova menjen. Ha
van ra lehetGség, vetitsiik ki a rendelkezésre all6 id6t. Forgaskor adjunk egyértelm
utasitést a forgasiranyra vonatkozo6an.

Sétaljunk korbe, figyeljiik meg a didkokat, hallgassuk meg az Gtleteiket.

—_
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3. Megbeszélés (5 perc)

Tanar: Mi koze volt a jatékoknak a grafokhoz?

Diak: Tulajdonképpen az volt a kérdés, hogy bejarhatok-e egy graf csiicsai az éleken mozogva
ugy, minden csticsban pontosan egyszer jarunk, majd visszatériink a kiindulasi csacsba.

Tanar: Hol voltak itt grafok? Jo, a 2. dlloméason nyilvanvald, de a tobbi esetében?
Diak: Az 1. dlloméson a test csticsai voltak az csicsok és az élei az élek.

Tanar: Es a 3. dlloméason?

Diak: A 3. dllomason a sakktabla mezdi a cstucsok.

Tanar: Es az élek?

Diak: Egy csticesal azok a csticsok vannak 0sszekotve, amelyekre az adott csticsbdl a huszar
161épésben ra tud 1épni.

Tanar: Igen, igy van.

Moédszertani megjegyzés: Ha hasznosnak talaljuk, akkor megrajzolhatjuk példaul a 3x3-as sakktablanak
megfelel§ grafot:

AL
7o

N\
VT

e

Tanar: Az olyan barangolasokat egy graf élei mentén, amelyek minden csticsot pontosan
egyszer érintenek, majd visszatérnek a kiindulasi cstiicsba Hamilton-kornek nevezziik.

Sir William Rowan Hamiltonrél kapta nevét, aki 1859-ben egy olyan jatékot hozott
forgalomba, amelynek a 1ényege az volt, hogy egy elére megadott graf csticspontjait kellett
bejarni gy, hogy minden csticsban pontosan egyszer kellett jarni.

A 2. dlloméson megtapasztalhattatok, hogy vannak grafok, amelyekben nincs Hamilton-kor.
Mi volt a gond az 1. grafnal?

Diak: Hogy a graf egyik felébd6l a masikba csak a ,,k6zéps6” csticson keresztiil lehet atmenni,
és igy ott mindenképpen tobbszor kell jarni a barangolas soran.

Modszertani megjegyzés: Ha érdekl6d6 a csoport beszélhetiink a 2. 4llomas tovabbi olyan grafjairol,
amelyekben nincs Hamilton-kor.
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Tanar: Nagyon j6. Tudunk tovabbi példat adni olyan grafra, amelyben biztosan nincs
Hamilton-kor?

Diak 1: Hat, ha van benne izolalt cstcs.
Diak 2: Vagy ha van két kiilonallo része, amelyek kozott ninces él.

Tanar: Nagyon j6. Tulajdonképpen azt fogalmaztitok meg, hogy a graf nem eshet szét
részekre, szakszoval Osszefiiggének kell lennie. A jové o6rdn majd precizebben
meghatarozzuk ezt a fogalmat. Remélem, élveztétek a barangolast, de érdekelne, hogy tudtok-
e mondani valamilyen gyakorlati alkalmazast Hamilton-korokre.

Diak: Példaul a futar, ahogy viszi ki a csomagokat. Persze az nem baj, hogyha kétszer is jar
egy helyen...

Tanar: Nagyon j6 a példa. Valdoban, a Hamilton-kor 1étezésének kérdése specialis esete a
széles korben felmeriil6 utaz6 iigynok problémajanak. Egy ligynoknek kell meglatogatnia
bizonyos varosokat, és végiil haza kell érnie. Adott, hogy valamelyik varosbol egy maésik
varosba milyen koltséggel tud eljutni (repiilGjegy ara, autout ara stb.). Szeretné az utak
0sszkoltségét minimalizalni. Ez a feladat sok alkalmazés soran felmeriil, és csak bizonyos
speciélis esetekben ismeretesek jo algoritmusok a megoldésara.

4. Az Ora lezarasa (2 perc)
Tanar: A mai 6ran bebizonyitottuk, hogy minden egyszerti grafban vannak azonos fokszamu

csucsok, majd Hamilton-korokkel foglalkoztunk! Akinek tetszett ez a téma, foglalkozhat a
kiosztott szorgalmi feladatok megoldasaval.

Mellékletek

»Lyukas” bizonyitas

Fajlnév: grdfelmélet o5 melléklet bizonyitdas

Forgoszinpad

Fajlnév: grdfelmélet o5 melléklet forgoszinpad
Tablazatos oravazlat

Ebben a dokumentumban tablazatos formatumban talalhat6 meg minden olyan informaécio,
amire hasznos lehet az 6ra tartasa kozben ratekinteni. Nincsenek benne hossza szoveges
részek és modszertani megjegyzések, de részletesen kovethet6 az ora felépitése.
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