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III. ora: Teljes graf

Az ora célja: A teljes graf élszamanak meghatarozasa.
El6zetes tudas: graf, egyszert graf, sokszogek atloinak szamara vonatkozo 0sszefiiggés

Kozponti fogalmak: teljes graf, graf csacsanak fokszama

Az Ora felépitése

Rovid leiras Médszer Segédeszkoz Varhaté
idétartam
1. | Ismétlés frontélis 7 perc
megbeszélés
2. | Hizzunk bele! parmunka tires lapok 8 perc
3. | A teljes graf éleinek frontélis tabla, kréta 15 perc
szama megbeszélés
4. | Feladatmegoldas egyéni munka | teljes graf feladatlap | 8 perc
5. | Az ora lezarasa tanari kozlés 2 perc

Az 6ran ismétlés utén a teljes graf élszamaval foglalkozunk.

1. Az oraelején ismétliink, ennek soran visszautalunk a térképek szinezésére, sikgrafokra.
(5 perc)

2. Majd versenyt hirdetiink: legfeljebb hany él rajzolhat6 be egy egyszertii 4, 5, 6, 7, ...
csucsu grafba agy, hogy sikgraf maradjon? (8 perc)

3. Utéana tobbféle modszerrel is megszamoljuk a teljes graf éleinek szamat. (15
perc)

4. Ezutan a didkok a tudasuk elmélyitése érdekében feladatokat oldanak meg. (10
perc)

Az Ora elokészitése

Sziikséges:

1. Feladatlap nyomtatasa
Fajlnév: grdfelmélet 03 melléklet teljes grdf feladatok

Opcionalis:

2. Ures lapok a versenyhez
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Az oOra felépitése

1. Ismétlés (7 perc)

A kovetkez6 parbeszédek fiktivek, tisztdban vagyunk vele, hogy a didkok itt leirt vélaszai
sokszor életszerlitlenek, nem fogalmaznak ilyen frappansan. Mégis prébalunk valamit
sugallani abbdl, hogy milyen valaszokra, 6tletekre lenne j6 ravezetni a csoportot.

Tanar: Nézziik a kovetkezo feladatot: Rajzolj olyan térképet, amelyen 4 orszag szerepel, és
mindegyik szomszédos az Osszes tobbivel! Akinek sikeriilt, az gondolkodjon el rajta, hogy
lehet-e ugyanilyen térképet rajzolni 5 orszaggal!

Modszertani megjegyzés: Ha nem adtuk fel hazi feladatnak ezt a feladatot, akkor érdemes néhany percet
hagyni arra, hogy a didkok gondolkodjanak rajta.

Mi koze ennek a feladatnak az el6z6 6ra anyagahoz?

Diak: A milt 6ran térképeket szineztiink.

Tanar: Es ki emlékszik, hogy ennek mi koze volt a grafokhoz?

Diak: Minden térképnek megfeleltethet6 egy sikbarajzolhato graf.

Tanar: Nagyon j6. Ki tudja atfogalmazni a grafelmélet nyelvére a feladatot?

Diak: Rajzold sikba a 4 cstcsi teljes grafot!

Tanar: Mit neveziink teljes grafnak?

Diak: Olyan egyszert grafot, amelyre igaz, hogy barmely két csticsa 0ssze van éllel kotve.
Tanar: Es? Sikba lehet rajzolni a 4 csticst teljes grafot?

Diak: Mult 6ran lattuk, hogy igen.

Moédszertani megjegyzés: Jo, ha a megbeszélés soran olyan abrat készitiink, ahol latszik, hogy feleltethetd
meg egymasnak a 4 megfelel orszagbdl all6 térkép és a 4 csicsu teljes graf.
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Tanar: Es a masodik kérdés hogyan szélna grafokkal megfogalmazva?
Diak: Sikbarajzolhato-e az 5 csicsu teljes graf?

Tanar: Es mit gondoltok? Sikbarajzolhat6? Kinek sikeriilt? ... Senkinek sem sikeriilt? Akkor
biztosan tudjuk, hogy nem lehet sikbrajzolni?

Diak: Lehet, hogy csak nem voltunk elég tigyesek.

Tanar: Bizony. Az, hogy nem tudtatok lerajzolni még nem bizonyiték. Talaljuk ki egyiitt, hogy
miért nem lehet! Tegyiik fel, hogy sikeriilne rajzolni ilyen grafot, azaz megfelel6 térképet is.
Héany szin kellene a szinezéséhez?

Diak: 5, mert minden orszagnak van 4 szomszédja, amelyek egymassal is szomszédosak.
Tanar: Bizony. Es akkor mi van?
Diak: Akkor nem lenne igaz a négyszintétel.

Tanar: Nagyon jo. Az ilyen gondolatmenetet indirekt érvelésnek nevezziik. Feltettiik, hogy
sikba lehet rajzolni a grafot, és ellentmondésra jutottunk. Tehat az 5 cstcsu teljes graf nem
sikgraf, és igy megfelel6 térkép sem rajzolhato.

Moddszertani megjegyzés: Ha a csoport korabban még nem talalkozott indirekt érveléssel, akkor érdemes
lehet picit részletesebben beszélgetni rola, akar tovabbi példakat is hozni. (Példaul: Lehetséges-e, hogy a
testvérem itthon van? Ha elment volna otthonroél, akkor magaval vitte volna a kulcsat. De itt a kulcsa. Tehat
nem ment el otthonrol.)

2. Hazzunk bele! (10 perc)

Tanar: Lattuk, hogy a 4 csticsu teljes graf sikbarajzolhato, az 5
csucsu teljes graf viszont nem. De akkor értelmes kérdés, hogy
legfeljebb hany élt lehet behtizni egy 5 csticsu egyszerti grafba
ugy, hogy még sikgraf maradjon? Kisérletezzetek parban!
Keressetek minél tobb élt tartalmaz6é megoldast! Aki kész van,
folytathatja 6, majd 77 csucesal! Kivancsi vagyok kinek sikeriil a
legtobb élt berajzolni, kik lesznek a rekorderek.

3. A teljes graf élszama (15 perc)

Maodszertani megjegyzés:
Sétaljunk korbe, jelezziink
vissza a didkoknak, ha kell.
Akik készen vannak a 6 cstcst
graffal is, mehetnek tovabb...

7

Tanar: Foglaljuk tablazatba az eredményeinket. Egészitsiik ki egy harmadik oszloppal, ami
talan hasznos lehetett a gondolkodas soran, mégpedig azzal, hogy hany élt huzhatnank be

legfeljebb, azaz mennyi a teljes graf élszama.

Graf csucsainak szama Elszamrekord Teljes gra f éleinek
szama
5 9 10
6 12 15
7 15 21
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Moébdszertani megjegyzés: A tiblazatba a kozépsé oszlopba a diakok legjobb eredményét irjuk. Annyi sort
toltstink ki, amennyivel foglalkoztak a didkok.

Erdekl6débb csoportban széba keriilhet, hogy a maximalis egyszerti sikgrafokban minden élek altal kozrezart
tartomany ,haromszog”. (Ezt val6szintileg meg is sejtik a jaték soran.) Bizonyithat6, hogy egy n cstcst (n = 3)
egyszeri sikgrafban maximum 3n — 6 él van.

Tanar: Gratulalok a rekordereknek! Most egy picit vissza szeretnék térni a teljes graf éleinek
a szdmara. Honnan tudjuk, hogy a tablazat szdmai helyesek?

Diak: Megszamoltuk a teljes graf éleit.

Tanar: Ez persze jo, de jo lenne iigyesebb modszert talalni, mert nagyobb grafok esetén a
leszamlalas mar idGigényes lehet. Probaljatok meg kitalalni leszamlalas nélkiil, hogy hany éle
van egy 8 csticsu teljes grafnak?

Ki az, aki tudna széveget gyartani ehhez a feladathoz?

Példak: Egy 8 f0s szilveszteri bulin mindenki koccint mindenkivel. Hany koccintés ez
osszesen. / 8 sakkoz6 kozott kormérkozést rendeziink, azaz mindenki jatszik mindenkivel egy
partit. Hany mérk&zés ez osszesen?

Tanar: Ezek j6 megfogalmazasok. Az is jo, ha grafok helyett inkabb ezekre gondoltok.

Moédszertani megjegyzések: Ha a tablazat tovabb elkésziilt, most foglalkozhatunk a 9 vagy 10 csticsi teljes
graffal is. Jobb képességli csoportban vagy a gyorsabban halad6knak akar 4ltaldnosan is feltehetjiik a kérdést.

Hagyjunk egy kis id6t gondolkodasra. Sétaljunk korbe, hallgassunk meg tobbféle érvelést. igy tudni fogjuk,
hogy a k6z6s megbeszélés soran kiket érdemes mindenképpen felszdlitani.

Az alédbbiakban tobbféle gondolatmenetet is bemutatunk, célszer ezek koziil a csoport szintjének megfelelGen
vélogatni. Fontosnak tartjuk, hogy kideriiljon: egy problémét tobbféleképpen is meg lehet jol valaszolni,
raadasul a gyerekek sokat tanulhatnak egymas megoldasaibol.

A didkok szamara legemészthetébb gondolatmenetet érdemes ltalanositani, és a tételt altaldnosan is

. . ;. 2 . 2L 2 . 7 n(n—-1
kimondani: n cstcst teljes graf éleinek szama: (1)

—

Tanar: Ki az, aki szivesen megosztja a gondolatmenetét?

Diak 1: Vegyiink egy csticsot, ebbdl a cstcsbdl 7 €l indul. A kovetkezébol 6 még nem szamolt
él indul stb. Igy az élek szama7+ 6 + 5+ 4+ 3 + 2 + 1 = 28.

Diak 2: Tudjuk, hogy a 7 csticsu teljes grafban 21 €l van. A 8 cstcsu teljes grafban még egy
csucs van, ebbdl osszesen 7 él indul ki, igy az élek szama 21 + 7 = 28.

Diak 3: Egy nyolcszognek 8 oldala és % atloja van. Ez 0sszesen 8 + 20 = 28 él.
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Diak 4: Egy cstcsbdl 7 él indul ki. 8 cstics van 6sszesen, ez 8 - 7 = 56 €él. De ekkor minden élt
kétszer (mindkét végpontjanal) megszamoltunk, tehat még osztani kell 2-vel. 28 él van.

Diak 5*: Barmely két csics meghataroz egy élt, tehat annyi él van, ahanyféleképpen 8

kiilonbozd dolog koziil ki tudok vélasztani kett6t: (g) = 28.

Tanar: Nagyon jo, mindegyik megoldas szép! Tehéat a 8 csticsi teljes graf élszama 28.

4. Feladatmegoldas (8 perc)

Tanar: Gyakoroljuk egy kicsit az eddigieket! Kiosztok egy feladatlapot. A feladatlapon a
feladatok nagyjabol nehezedd sorrendben kovetik egymast. Probaljatok meg sorban haladni.
Dolgozhattok egyénileg vagy parban!

Moddszertani megjegyzés: Sétaljunk korbe, segitsiink az elakadoknak.

5. Az 6ra lezarasa (2 perc)

Tanar: A mai 6ran a teljes graf élszamaval foglalkoztunk. Fejezzétek be otthon a feladatokat,
az els6 hat feladattal mindenképpen foglalkozzatok!

Mellékletek

Teljes graf feladatlap

Fajlnév: grdfelmélet 03 melléklet teljes graf feladatok

Tablazatos oravazlat

Ebben a dokumentumban tablazatos formatumban taldlhat6 meg minden olyan informacio,
amire hasznos lehet az 6ra tartdsa kozben ratekinteni. Nincsenek benne hosszi szoveges
részek és modszertani megjegyzések, de részletesen kovethetd az éra felépitése.
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    8 ∙ 5 2


   (    8   2 ) = 28

