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Grafok

10. évfolyam

I. 6ra: Grafok mindenutt

Az ora célja: A graf fogalmanak bevezetése.

El6zetes tudas: Ez az 6ra nem igényel jelentSs elGzetes tudast. (Szovegértés, logikus

kovetkeztetés.)

I. 6ra
Grafok mindenutt

Kozponti fogalmak: graf, cstcs, él, hurokél, parhuzamos élek, egyszert graf

Az Ora felépitése

Rovid leiras Modszer Segédeszkoz Varhato
idétartam

1. | Sprouts jaték tanari kozlés, prezentacio6 15 perc
parmunka

2. | Feladatmegoldas egyéni- és feladatok 15 perc
csoportmunka

3. | A graf fogalma frontalis tabla, kréta, 13 perc
megbeszélés prezentécio6

4. | Az ora lezarasa tanari kozlés 2 perc

Ezen az 6ran a diakok felfedezik a graf fogalmat.

1.

4.

Az Ora elokészitése

Az ora els6 részében egy olyan stratégias jatékot jatszanak, amely soran egyre béviilg
grafokat rajzolnak.
Majd megoldanak és bemutatnak egyméisnak néhany bevezet6 feladatot, amely

soran sokan valészintileg grafot fognak rajzolni.

kapcsolatos fontos elnevezéseket.

Sziikséges:

1.

Bevezeto6 feladatok nyomtatasa 4 f6s csoportonként 1 példanyban
Fajlnév: grafelmélet 01 melléklet feladatok

Prezentacio elGkészitése

Fajlnév: grafelmélet 01 prezi

Opcionalis:

3. Sprouts jatékleiras

F4jlnév: grafelmélet 01 sprouts jaték

4. Ures lapok a stratégias jatékhoz

A korébbi tevékenységek Osszegzéseként bevezetjiik a graf fogalmat, és az ezzel

Végiil 6sszegylijtiink néhany teriiletet, ahol a grafok jol alkalmazhatok.



https://itm.renyi.hu/sites/default/files/oratervek/halmazok%20logika/10/Gr%C3%A1felm%C3%A9let/gr%C3%A1felm%C3%A9let_01_mell%C3%A9klet_feladatok.pdf
https://itm.renyi.hu/sites/default/files/oratervek/halmazok%20logika/10/Gr%C3%A1felm%C3%A9let/gr%C3%A1felm%C3%A9let_01_prezi.pdf
https://itm.renyi.hu/sites/default/files/oratervek/halmazok%20logika/10/Gr%C3%A1felm%C3%A9let/gr%C3%A1felm%C3%A9let_01_sprouts%20j%C3%A1t%C3%A9k.pdf

v Grafok I. 6ra
tanitanank

mi 10. évfolyam Grafok mindenutt
Az oOra felépitése

1. Sprouts (15 perc)

Tanar: Az oOra elején jatszani fogunk. Alkossatok parokat! A jaték neve: Sprouts, ez az angol
sz6 rligyet, hajtast jelent. Az 1960-as években talalta ki két cambridge-i matematikus (John
Horton Conway and Michael S. Paterson), de ne ijedjetek meg, nem kell hozza semmilyen
el6zetes képzettség. A jatékot papiron jatsszuk. A jatékosok felvesznek néhany pontot (a
kivetitett példaban kett6t). Aki jon, az 6sszekot 2 nem feltétleniil kiillonbozé pontot egy nem
feltétleniil egyenes vonallal. Ezutan rarajzol a vonalra egy Gj pontot. Ezt folytatjak a jatékosok
felvaltva betartva a kovetkezd szabalyokat:

- egy pontbodl legfeljebb 3 ,,vonalvég” indulhat ki,
- a vonalak nem metszhetik 6nmagukat és egymast, csak pontokban talalkozhatnak.
Az veszit, aki nem tud lépni.

A kivetitett abran lathatjatok egy olyan jaték menetét, amely két ponttal indult. (2. dia)
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Minden érthet6? Ha igen, akkor vegyetek fel 3 pontot, utana a megbeszélt szabalyok szerint
mehet a jaték. Nagyjabol 10 percetek van a jatékra.

Modszertani megjegyzések: A parok lehetnek az egymas mellett iil6 tanul6k, de dolgozhatunk véletlenszert parokkal is,
ehhez hasznalhatjuk példaul a https://flippity.net/ ,Random name picker” alkalmazasit. Ha paratlan szamu diak van a
csoportban, akkor alakithatunk egy 3 f6s csoportot, a jaték harman is érdekes.

Irjuk fel, meddig dolgozhatnak, vagy vetitsiik ki a hatralévé id6t, példaul a www.virtualisora.hu/idozito/ oldal segitségével!

Sétaljunk korbe, figyeljiik a parok jatékat. Emlékeztessiik ket a szabalyokra, hogyha sziikséges. Késébb még visszatériink
erre a jatékra, egyelGre nem elvaras, hogy felfedezzenek valamilyen nyerd stratégiat, inkabb az a cél, hogy ismerkedjenek a
jatékkal, grafokat rajzoljanak.

N



https://flippity.net/
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2. Bevezet6 feladatok (15 perc)

Tanar: Remélem, tetszett a jaték! Most alljatok
parba egy masik parral, igy alkossatok 4 f&s
csoportokat. A csoport minden tagja kap egy
feladatot. 5 percetek van arra, hogy megoldjatok.
Utdna mutassatok be a feladatot és a
megoldasotokat a csoporttarsaitoknak.
Probaljatok meg megfogalmazni, hogy mi a k6zos
a feladatokban!

3. A graf fogalma (13 perc)

I. 6ra
Grafok mindenutt

Moédszertani megjegyzések: Erdemes a
1épéseket a tablan rogziteni:

1. egyéni feladatmegoldas
2. feladatok bemutatasa egymasnak
3. miakozos?

Irjuk fel, meddig dolgozhatnak, vagy vetitsiik ki a

héatralévé id6t, példaul a www.virtualisora.hu/idozito/
oldal segitségével!

Sétaljunk korbe, segitsiik az esetleges elakadkat.
A nagyon gyorsan halad6k megkaphatjak a
feladatukhoz tartozo nehezitett verziot (1d.

feladatlap) vagy besegithetnek a tarsaiknak.

L

A kovetkez6 parbeszédek fiktivek, tisztaban vagyunk vele, hogy a didkok itt leirt valaszai
sokszor életszertitlenek, nem fogalmaznak ilyen frappansan. Mégis probalunk valamit sugallni
abbdl, hogy milyen valaszokra, 6tletekre lenne j6 ravezetni a csoportot.

Tanar: Mit talaltatok, mi volt kozos a feladatokban?

Diak: Minden feladatban kapcsolatokrol volt sz6.

Tanar: Milyen kapcsolatokrol?

Diak: Hat példaul utakroél, ismeretségekrdl, rokoni kapcsolatokrol.

Tanar: Volt-e valami k6zos abban, ahogyan megoldottatok a feladatokat?

Diak: A csoportbdl tobben rajzoltunk abrat.

Tanar: Milyen abrat?

Diak: Olyat, ami pontokbdl és Gket 6sszekots vonalakbol all. Mint a Sprouts jatékban is.

Tanar: Ilyeneket, amiket kivetitettem, ugye? (3. dia) Ezeket grafnak nevezziik. Probaljuk
meg 6sszerakni, hogy milyen fontos jellemz&ik vannak.

Diak: Vannak pontok és vonalak.

Tanar: Igen. A pontokat szoktuk esticsnak is nevezni, a vonalakat élnek hivjuk. Mi jellemz4
az élekre?

Diak: Két pontot kotnek 6ssze.

Tanar: Két feltétleniil kiilonbozé pontot? Mit gondoltok? Megengedjiik, hogy egy élnek
ugyanaz legyen a két végpontja?

Diak: A Spouts jatékban megengedett volt ilyen 1épés.
Tanar: Es lehet olyan gyakorlati probléma, ahol van ennek értelme?
Diak: Hat egy korut, ami visszatér a kiindulasi telepiiléshez.

Tanar: Nagyon jo. Igen, mivel gyakran van értelme ennek, ezért megengedjiik, hogy egy élnek
ugyanaz a cstcs legyen mindkét végpontja. Az ilyen élet hurokélnek nevezziik. (4. dia) Es mit
gondoltok arrdl, hogy lehet-e két kiilonb6z6 élnek ugyanaz mindkét végpontja?
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Diak: Hat erre is tudunk mondani gyakorlati problémat: példaul két telepiilés kozott két t is
vezet.

Tanar: Nagyon jo. Ezek a parhuzamos élek. (5. dia)

Készen allunk megalkotni a graf definiciojat: A graf cstcsokbol (legalabb 1-bdl), és élekbdl all,
minden él két — nem feltétleniil kiilonb6z6 — csticsot kot dssze. (6. dia) Irjatok fel ezt a
definiciét!

Lattuk, hogy vannak olyan problémék, amikor érdemes megengedni a hurokélt és pArhuzamos
élek 1étezését. De olyan probléma is, amikor nem. Tudtok ilyet mondani?

Diak: Példaul az ismeretségeknél nem igazan van értelmiik.

Tanar: Nagyon j6. Azokat a grafokat, amelyek nem tartalmaznak hurokélt, illetve parhuzamos
éleket, egyszeri grafoknak nevezziik. (7. dia)

Van-e Gtletetek, hogy az eddig megbeszélteken kiviil, hol jelennek meg még grafok?

Diak: Példaul egy itvonal tervezésekor. A graf csticsai a varosok, az élek pedig a koztiik mené
utak.

Tanar: Igy van! Az éleket esetleg iranyithatjuk, azaz jelolhetjiik, hogy azon az ttszakaszon
csak az egyik iranyban lehet kozlekedni. De stlyokkal is ellathatjuk Gket: ezzel kifejezhetjiik
két pont tavolsagat, vagy példaul az Gtszakasz megtételéhez sziikséges atlagos id6t. Egy ilyen
— uthaldzatot reprezentalé — grafban gyorsan tudunk legrovidebb utat keresni. A legrovidebb
utat keresé eljarasok, algoritmusok igazabdl szdmos egyéb gyorsito otletet is hasznalnak: nem
csak a kiindul6 cstcsbol keresnek rovid utat a célallomas felé, hanem parhuzamosan a
célponttdl visszafelé is a kezdGpont felé. Tovabba valamilyen elGzetes feltételezést, heurisztikat
is hasznalhatnak, példaul a légvonal altal meghatarozott tavolsagot, hogy ezzel hamarabb
kivalasszak az optimalis Gtvonalat a szamunkra. (8. dia)

Diak: En tgy hallottam, hogy a felvételinél a jelentkezSk és az intézmények (egyetemek)
Osszeparositasanal is hasznalnak grafokat.

Tanar: Bizony. Példaul az egyetemi felvételi esetén a didkok megjelolnek egyetemeket,
amelyet két csticshalmazzal, illetve a didkot és az egyetemet reprezentald csuicsok kozé
behtzott élekkel modellezhetiink. Az lesz a feladat, hogy ezen élek koziil valasszon ki néhanyat
a kozponti algoritmus tgy, hogy minden diak legfeljebb egy egyetemre keriiljon be, és a szakok
létszamlimitjét ne 1épje tal a felvettek szdma. Radadasul a didkok preferencialistaval érkeznek,
azaz nem ugyanannyira szeretnének minden szakra bekeriilni. Szerencsére erre is vannak
hatékony algoritmusok. (9. dia)

Tanar: Az elkovetkezendé néhany 6ran megismerkediink a grafelmélet alapfogalmaival.
Fogunk sétalni, utakon haladni, de fak leveleit is szdmolgatjuk majd. Megprébalunk minél
kevesebb szinnel kiszinezni egy térképet. Visszarepiiliink majd 1736-ba, hogy Eulerrel kozosen
tegylik meg a grafelmélet torténetének legelsé 1épéseit, szd szerint: ugyanis egy délutani
sétalgatasbol indult ki az a tudomanyteriilet, amely az informatika, az algoritmuselmélet egyik
meghatarozo pillére. Sz6 lesz majd Erdés Palrdl, aki a 20. szazad egyik kiemelked6
matematikusa, de nem lehet Ggy grafelméletr6l beszélni, hogy ne emlitsiik meg az egyik
legnagyobb kortars matematikust, akinek vitathatatlan érdemei vannak ezen a teriileten.,
Lovasz Laszlot. Ha a korbejaras, a 16 és Sir Hamilton név egy mondaton beliil hangzik el, akkor
most a legtobben a Formula-1-re gondoltok, de par 6ra mulva talan a grafok kiilonbozé
bejarasai jutnak majd az eszetekbe. A tananyag végén megtanuljuk mi a kiilonbség a fa és az
erd6 kozott, illetve hogyan kell kijutni egy labirintusbol. (10. dia)
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4. Az 6ra lezarasa (2 perc)

Tanar: A mai 6ran megismerkedtiink a graf fogalmaval! Hazi feladatként oldjatok meg a
kivetitett feladatokat! (12. dia)

Javasolt hazi feladatok:

1. Az 1,2, 3, 4, 5 és 6 szamokat leirtuk egy lapra. Két kiilonb6z6 szamot pontosan akkor kotiink
Ossze egy vonallal (éllel), ha az egyik szdm oszt6ja a masiknak (de egyik szamot sem kotjiik
ossze onmagaval). igy egy hatpontt grafot kapunk. Rajzolja fel a kapott grafot! (Kozépszinti
érettségi, 2023. majus)

Magyarazat: J6 gyakorlofeladat. A didkok szaméra motivalo lehet, hogy érettségi feladat.

H

2 4

2. Egy konferencian 4 f6s csoportokra osztottak a résztvevéket. A csoportokon beliil néhanyan
(az is lehet, hogy mindannyian, és az is lehet, hogy senki sem) kezet fogtak egyméassal. Az egyik
szervez$ abrakkal szemléltette a csoportokon beliili kézfogasokat. Hanyféle ilyen szemléltetd
abrat készithetett?

Magyarazat: A kovetkez6 oran részletesen foglalkozunk majd ezzel a feladattal, ezért jo
lenne, ha a didkok gondolkodnanak rajta. A feladat kival6an alkalmas egy sor Gj fogalom
bevezetésére: izolalt csucs, iires graf, teljes graf, komplementer graf, graf csicsanak a
fokszama.

3. Talaljuk ki, hogyan érdemes a Sprouts-ot 2 kezdGcsucs esetén jatszani, hogy mi nyerjiink,
azaz keressiink nyero stratégiat!

Magyarazat: A stratégids jatékokon valé gondolkodés kifejezetten fejleszti a logikus
gondolkodast, az algoritmikus gondolkodést. A kovetkezd 6ra végén sor keriilhet a stratégiak
kiprobalasara. (A nyer6 stratégiat a jaték leirasaban leirtuk.)
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Mellékletek

Bevezeto feladatok

A graf fogalméat bevezets feladatok. Négy fGs csoportokban mindenki egy-egy feladatot old
meg, majd a feladatot és a megoldasat bemutatja a tobbieknek.

Fajlnév: grafelmélet 01 melléklet feladatok

Prezentacio

Az ora soran kivetitett prezentacio. Tartalmazza a Sprouts jaték leirasat, a graf definiciojat és
a lehetséges hazi feladatot.

Fajlnév: grafelmélet 01 prezi

Fajlnév: grafelmélet 01 sprouts jaték

Tablazatos 6ravazlat

Ebben a dokumentumban tablazatos formatumban talalhat6 meg minden olyan informaécio,
amire hasznos lehet az 6ra tartdsa kozben ratekinteni. Nincsenek benne hosszi szoveges
részek és modszertani megjegyzések, de részletesen kovethetd az ora felépitése.
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