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V. éra: Utvonalak a Kocka-bolygén

Az ora célja: Pitagorasz tételének gyakorlasa térbeli dbrakon, sikmetszetek gyakorlasa.
El6zetes tudas: Pitagorasz-tétel, testek haloja

Kozponti fogalmak: Pitagorasz-tétel, sikmetszet, Gtvonal hossza
Motivacio és koncepcio

Az el6z6 négy 6ran nagyon kis (matematikai) eszkozigényl feladatokkal dolgoztunk,
darabszamokat szdmoltunk, testhalokat készitettiink, béségesen hagyva id6t a térszemlélet
fejlesztésére. Mostanra elérkezettnek latjuk az id6t, hogy elkezdjiink hosszokkal, tavolsagokkal
foglalkozni a térben a Pitagorasz-tétel segitségével. Ezzel egyben a felszin- és térfogatszamitas
irdnyaba is elindulunk.
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Visszatér6 probléma, hogy amikor a didkok gulakkal dolgozva felszint és térfogatot szamolnak,
konnyen zavarodnak bele abba, hogy mikor milyen sikmetszetet hasznalnak, 6sszekeverik a
test magassagat az oldallap magassagaval, stb. Az 6ra kulcsfeladata azt célozza meg, hogy errél
a problémakorr6l minél er6sebb, kézzelfoghato6 tapasztalata legyen a tanuloknak.

A szamolasokhoz Pitagorasz-tételét hasznaljuk, mindig konkrét szamokkal, azaz a tétel
ismereténél nem sziikséges tobb el§ismeret a feladatok megoldasahoz. A feladat megoldasahoz
hasznélni fogjuk azokat a gilakat, amelyeket korabban készitettek a diakok.

Az Ora felépitése

Rovid leiras Modszer Segédeszkoz Varhato
idétartam

1. | Bevezetés 1 perc

2. | Bolyg6barangolo jaték iranyitott tabla, kréta 10 perc

3. | Keressiink minél felvezetés utan | tabla, vetitd 6 perc
rovidebb utat! péaros munka

valtakozva

4. | Tapasztalatok frontélis nagy gula 6 perc
megbeszélése

5. | Keressiik a legrovidebb | egyéni tabla, vetitd 5 perc
utat! — folytatas

6. | Tapasztalatok frontélis 5 perc
megbeszélés

7. | Feladatmegoldas, paros munka 10 perc
az Ora lezarasa

Az Oora elokészitése

1. Vetités elokészitése a ,Melyik it megyen itt Budara?” feladathoz
Fajlnév: térgeometriag 05 melléklet ttvonalak bolygokon

2. Gulak és kockak el6készitése. Az orai feladatokhoz hasznos, ha a diakok kézbe
tudjak venni a korabban elkészitett testeket, lehetdség szerint gondoskodjunk roéla,
hogy ezek elérhet6ek legyenek.
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Az ora tartalma

1. Koszontés, adminisztracio (1 perc)

2. Bolygobarangol6 jaték — ajra (10 perc) 5

Rajzoljuk fel a kockéat a tdblara! A csticsokat szamozzuk meg
ugyanugy, mint el6z6 6ran.

Most megint Hangya Huba utjat fogjuk kovetni, de a kovetkezd
bolyongéas tobb részbdl fog allni. Készitsiink egy tablazatot,
amelyben rogzithetjiik, melyik esemény hol tértént! En felirom a
tablara, és méasoljatok ti is a fiizetetekbe:

Pihend Tiicsok Tobias | Szocske Szilvi | Végallomas

Amikor azt mondom, hogy ,Itt tartott pihen6t Huba”, akkor — felnézés nélkiil — irjatok le a
megfelel6 csics bettijelét a tdblazatba. Ha elveszitettétek Hubét, Ggy nézzetek a tablara,
mutatni fogom, hogy éppen hol tart, igy Gjra be tudtok kapcsol6dni a kalandos kanyargasba.

Most is otthonrdl indul (az 1-es csticsbol), és igy 1ép: hatra, fel, jobbra, elére, balra, hatra,
le, el6re, jobbra, hatra. Ezen a ponton megall, és tart egy pihen6t.

Felnézés nélkiil irjatok fel, hogy hol van most. Akinek sziiksége van ra, ide nézhet,
megmutatom.

Hangya Huba pozicidja 3, mutassunk erre a csucsra.

A mostani Gtja soran allatokkal is fog talalkozni, jegyezzétek meg, hogy melyikkel pontosan
hol. Indul tovabb: fel, balra, jobbra, le, elére. Itt talalkozik Tiicsok Tobiassal. Halad tovabb:
fel, balra. Itt talalkozik Szocske Szilvivel. Folytatja a mendegélést: hatra, le, el6re. Az utolso
1épését Tiicsok Tobias felé teszi meg.

Irjatok fel, hogy hol van most Huba, illetve azt is, hogy melyik 4llattal hol talalkozott.

Ha mindenki megvan, ellendrizziik le.

Olvassuk fel Gjra a 1épéseket, egy didk mutassa a tablan az Gtvonalat. Tiicsok Tobiassal a 2-es
csucsban, Szocske Szilvivel az 5-0s csticsban taldlkozik Huba, a végsé pozicidja pedig 2
(visszaérve Tobiashoz).

Pihen6 Tiicsok Tobias | Szocske Szilvi | Végallomas

3 2 5 2

Mutassatok az ujjaitokkal, hogy hany helyszint hataroztatok meg helyesen a négybdl (2 allat,
2 megalld)!
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— Most megint parokban fogtok jatszani.

o El6szor mindketten kiilon-kiilon helyezzetek el harom Médszertani megjegyzés

allatot a bolygon (adjatok neki nevet is) Az irfnyokra bevezethetiink
o Majd irjatok el6 egy két kiros, 8+10 1épésbdl 4ll6 bolyongast TeiE el ekl

ilakat.
Hubéanak (a 8. 1épés utan tartson egy pihendét). Fontos, hogy S
rajzoljatok le, illetve irjatok le, hogy a jaték utan ellenérizni L=

lehessen.
o Most ti dontitek el, hogy melyik cstesbol indul Huba.

o Késrzitsetek ti is tdblazatot, amit a parotok masoljon be a sajat fiizetébe (természetesen
a megoldasokat ne mutassatok meg neki)! Irjatok be a sajat allataitokat a tablazatba.

Pihend Végallomas 1. allat 2. dllat 3. allat

— Ha Huba egy csticsban elsétal egy allat mellett, azt elég az elsé alkalommal mondani, és
innentdl — a k6zos barangolas példaja szerint — akar hivatkozhattok a cstcsra az ott ticsorgé
allattal is.

— Ha ezzel készen vagytok, akkor dontsétek el, hogy ki melyik szerepben kezd! Es mehet is a
jaték! (...)

— Mutassatok az ujjaitokkal, hogy hany helyszint hataroztatok meg helyesen az 6tbdl (3 allat,
2 megalld)!

Tablazatos attekintés

Pihené Tucsodk Tobias | Szocske Szilvi Végallomas

A bolyongas utvonala (két korben):

hatra | fel | jobbra elére balra hatra | le | elére jobbra hatra

Huba itt megpihen. Felnézés nélkiil irjatok be a flizetetekbe a pihené helyét!
Ha valaki elvesztette a fonalat, emelje fel a fejét, és megmutatom, hol van most Huba!
(a 3-as csucsban)

fel | balra | jobbra | le elére fel balra hatra | le | elére | Tucsok T. irAnyaba
Tucsék T. Sz6ceske Sz.

Tlcsok Tébias: 2-es cslcs, Szocske Szilvi: 5-0s csucs, végallomas: 2-es csucs

Mutassatok meg az ujjaitokkal, a 4 oszlopbdl hanyat sikertilt helyesen kitélteni!

Ures tablazat a paros munkahoz:
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Pihend Végallomas 1. allat 2. gllat 3. allat

Tovabbi jatékvariacidk, otletek a kovetkezo orakra:

1x1x2-es, 1x2x2-es, 2x2x2-es bolygon (és a belsejében) mozog Hangya Huba;

Korbe megyliink (egy kor a teljes csoportban, vagy tobb kor kiscsoportokban),
mindig a soron kovetkezd tanulé mond egy iranyt;

Lehet kisérletezni azzal, hogy milyen gyorsan elmondott utasitassorozat esetén
tudjuk még kovetni Huba rohanéasat;

Hasznélhatjuk a lapatlot (de legyen egyértelmii, példaul plusz informéciéval),
illetve a testatlot (példaul a ,,téle legtavolabbi pontba”) is;

Rakérdezhetiink kiilonb6z6 csticsok egyméshoz viszonyitott tavolsagara, példaul
»a bolyongas soran elhaladt Huba egy ugato kutyus és egy éneklg feketerigd
mellett, most melyik hangot hallja messzebbrél?”;

Huba sétalhat a lapokon is, példaul ,Huba most a legrovidebb titon hazamegy a
bolyg6 felszinén, azaz nem feltétleniil éleket hasznalva, hany lapon halad at?”

L—

3. ,Melyik ut megyen itt Budara?” — Keressiink minél rovidebb
utat! (6 perc)

Vetitsiik ki a prezentaci6 els6 dijat, és vezessiik fel a feladatot par mondattal:

Kalandjaink most egy piramis alakt bolygéra vezetnek minket, a neve Gulia. Ez a bolygd
mar lényegesen nagyobb, minden ¢éle 6 km, €s nem csak hangydk masiroznak a cstcsaik
kozott, hanem emberek élnek rajta. Az E csucsban taldlhaté a bolygo févarosa, a négyzet
alaku lap kézéppontjaban (F) pedig Toldi Miklos.

Toldinak i1d6rdl idére meg kell mutatnia a févarosba (E) vezetd utat.
Szerintetek mennyi a legrovidebb ut hossza, ami Tolditdl a févarosba vezet a bolygd
felszinén? Vegyétek kezetekbe a padtarsatokkal a piramisotokat, rajzoljatok be a
szerintetek legrovidebb Gtvonal hosszat, majd mérjétek le! Ha megvagytok, probaljatok
kiszamolni az Gtvonal pontos hosszisagat is!
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Moédszertani megjegyzések

A feladat pontos szovege a masodik dian talalhatd, a tanar ennek kivetitésével zarja a
felvezetést.

A didkok a kovetkezd harom-négy-6t percben ezzel a kérdéssel foglalkoznak. A
gondolkodasban segitségiikre van a korabban elkészitett piramis, melynek élhossza 6
cm, igy konnyen ki tudjak mérni a feladathoz sziikséges hosszakat.

Ellendrizziik, hogy elakadtak-e, kell-e segitség, vezessiik ra 6ket, hogy hasznaljak a
Pitagorasz-tételt a szamolashoz.

Tapasztalatunk szerint a didkok igen nagy része (legalabb a fele) azt gondolja
legrovidebb ttvonalnak, hogy a helytart6 elmegy valamelyik csticsig, majd onnan
folfelé indul. Fontos, hogy a korbejaras soran NE ingassuk meg Gket az
elképzelésiikben. Igy tudjuk a megbeszélés folyaman ezt az Gtvonaltervet
osszehasonlitani a helyes megoldéssal.

L

4. Tapasztalatok megbeszélése (6 perc)

Moédszertani megjegyzések

A kozos megbeszélés elkezdéséig rajzoljunk fel a tiblara egy gualat (akar kett6t is), hogy
a didkok aztan abba szabadon rajzolhassanak. Igen hasznos, ha egy nagymérett gila is
a tanar rendelkezésére 4ll, amelyben szintén meg tudjik a didkok mutatni az
utvonalakat, nem csak a tablan lerajzolni.

L

Kezdjiik el megbeszélni, ki mire jutott a feladat megoldasaval! Ki az, aki talalt 11 km-nél

rovidebbet? (Erre remélhetoleg mindenki felteszi a kezét.)

Berajzolna valaki azt az Gtvonalat, amire § gondolt?

Modszertani megjegyzések

Itt érdemes egy olyan didkot kihivni, aki az el6bb emlitett nem optimélis megoldast
(négyzetcsncsig, majd él mentén a kiralyhoz) rajzolja fel. Ha senki nem erre tippelt,
akkor késébb térjiink vissza ra, mint olyan megfontolandé lehet8ség, ami elképzelhetd,
hogy révidebb az alabb Utonal_ 2 néven futb Gtvonalnal.

L

Milyen hosszsagiinak mértétek ezt az utat? (10 és 10,5 km kozti valaszra szamitunk.)

Es ki tudjatok szamolni a pontos hosszat is? Ha nem, az sem baj, segitek!

Kérem a csoportot, hogy mindenkinek keriiljon be a fiizetébe, amit most irni fogunk, mert

J 4

a késébbiek szempontjabdl fontos lesz. Az is irja, akinek van Gtlete rovidebb ttvonalra!
Cimnek felirhatod, hogy Utvonalak, hossziisdgok. Rajzold fel te is a giilat, amit a tablan

latsz, és ird fel alcimnek, hogy Utvonal,.
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A tanar a diakokkal kozosen leirja a megoldast az alabbiak szerint.

Utvonal,:

Utvonall
Mivel ABCD négyzet, igy az ABC+« derékszog, tehat hasznalhat6 a
Pitagorasz-tétel az ABC haromszogben:

C
A F
B

AC =72 =6-2 ~ 8,485

Az el6z6 gondolatmenethez rajzoljuk kiilon ki az ABCD négyzetet.

A TC szakasz hossza fele AC hosszanak, ezért TC hossza 3 - V2 = Médszertani megjegyzés
4,243 km. Ha mér szerepelt, hogy a
négyzet atloja az oldalanak a
Mivel a CE él hossza 6 km, igy az TC + CE Gtvonal hossza V2-szerese, akkor érdemes
erre visszautalni, mint
6+ 3-vV2=~10,243 km egyszertibb kiszamitési
lehetbség.
A szamitas lejegyzése utdn ratériink az ennél révidebb Gtvonal V
megbeszélésére:

— Van olyan didk, aki ennél révidebb utvonalat is talalt? J6jjon ki, mutassa meg!

— Milyen hosszlisagot mértetek erre a hosszra? Mennyi az Utvonalatok hosszénak pontos
értéke?

—  Irjuk le k6zésen ezt a szamolast is, most Utvonal, felirattal!

Utvonal.:

— Jeldlje F a CD szakasz felezOpontjat. Ekkor — mivel az EFC£
derékszog — az EFC haromszogben felirhatjuk a Pitagorasz-
tételt.

Rajzoljuk ki a tablara az FEC haromszoget, jeloli benne a
derékszoget, és a hosszakat. Ugyeljlink ra, hogy a diakok is
készitsék el az abrat a flizetiikben.

— Rogzitsiik a kovetkezd szdmitasokat:
CE? = CF? + FE?
6% = 32 + FE?
FE?=36-9 =27
FE =27 = 3V/3 ~ 5,196

—  Mivel FT hossza 3 km, igy az FT+FE ut hossza 3 + 3 - v/3 = 8,196 km.
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— A két eredményt Osszehasonlitva latszik, hogy a mésodik utvonal tobb, mint két
kilométerrel rovidebb.

A megoldasokat rogzitsiik a tblan, és ellendrizziik, hogy a didkok leirtdk-e. Ha a csoport
elkésziilt a lejegyzéssel, a kovetkezd diszkusszioba kezdiink bele.

— Azért még maradtak nyitott kérdések: Talalhatunk ennél
is rovidebb utvonalat? Illetve hogyan tudnank
szemléltetni szamolas nélkiil azt, hogy az Utvonal
biztosan hosszabb az Utvonal;-nél? Van valakinek ezekre
otlete?

Utvonah

— Ha sikban keresnénk a legrovidebb utvonalat, akkor
hogyan taldlnank meg azt? Nem lehet valahogy ezt a
problémat sikbeli feladatra visszavezetni? Hiszen a
guilankat is egyetlen sikbeli papirlapbol hajtogatjuk.

Ezen a ponton felvazoljuk a gula testhatojat (egy-egy

négyzetoldalra illeszked6 haromszogekkel), és megkérjiik E
valamelyik didkot, hogy rajzolja be a két vizsgalt itvonalat a

gula kihajtogatott hal6janak rajzaba.

— Latjatok, itt j()] latszik mar, hogy miért hosszabb y < Utvonals
lényegesen az Utvonal,, mint az Utvonal.. Es azt is .
érdemes észrevenni, hogy az Utvonal, igazabol pont arra  © T Utdonat, :
épiil, hogy két pont kozott a legrovidebb ut az egyenes,
igy Utvonal, tényleg a legrovidebb ut. A 8

— Még annyit hadd kérdezzek, hogy hany legrovidebb

utvonal fut a helytarto lakhelye €s a kirdlyi palota kozott? E

Befejezésképp kérjiink meg egy didkot, mutassa meg a nagy négyzet alaptl gilan a négy
kiilonboz6 egyforma hosszusagu utat.

5. Keressiik a legrovidebb utat! — folytatas (5 perc)

— Toldi néha nem a f6varos felé vezet§ utat mutatja meg, hanem egyenesen a févaros felé
mutat (nézziik el neki, hiszen ez sokkal kevésbé megerdltets). A kovetkez6 3-4 percben
probéljatok meg meghatarozni, hogy légvonalban milyen messze van egymasto6l Toldi és
Buda.
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Moédszertani megjegyzések

A didkok a kovetkezd négy percben ezzel a kérdéssel foglalkoznak. Ellendrizziik, hogy
elakadtak-e, kell-e segitség, vezessiik ra 6ket a Pitagorasz-tétel ijboli hasznalatara.

Ha valamelyik paros gyorsan elkésziilt, érdemes megkérni, hogy megoldasat irja fel a
tablara, hogy a megbeszéléskor mar csak at kelljen nézni k6zosen a szamolast.

A felirt megoldasok folyaman mindig kiilon rajzoltassuk ki a sikmetszeteket, lapokat,
amelyekben a szamolas zajlik!

L —

1. megoldas:

Mivel T a piramis magassdganak talppontja, igy ETFA
derékszogl, ezért hasznalhato benne a Pitagorasz-tétel.

ET? + TF? = EF?
2
ET?2+9 =+/27
ET =V18 = 3V2 ~ 423 km

2. megoldas:

Mivel T a piramis magassagtalppontja, igy ETCz derékszog,
ezért az ETCA-ben alkalmazhat6 a Pitagorasz-tétel.

ET? +TC? = EC?
2
ET? +18 = 62
ET? =36—-18 =18

ET =18 = 3V2 ~ 4,23 km
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6. Tapasztalatok megbeszélése (5 perc)

Az eddigi harom tutvonal attekintését érdemes egyben is elvégezni, és Osszegezni a
tapasztalatokat.

Moédszertani megjegyzések

Ha az idGkeret megengedni, végezziik el egyben is at eddigi hdrom ttvonal attekintését,
és 0sszegezzik a tapasztalatokat. A csoport érdekl6désének fiiggvényében az alabbi
fontos gondolatokra érdemes kitérni:

o Vegyiik észre, hogy 6sszességében milyen sokat rovidiilt az Gtvonal a legel6szor
vizsgalt Utvonal_1-hez képest.

o Azels6 feladat megoldasanal nagyon sokat segitett, hogy a térbeli feladatot
sikbeli feladatra vezettiik vissza.

e A szamolasokban Pitagorasz tételét hasznaltuk. Mivel a derékszogek térbeli rajz
esetén torzulnak, érdemes kirajzolnunk torzulasmentesen azokat a
haromszogeket, amikben szamolni akarunk, ez csokkenti a hib4zas esélyét.

e Az utolso6 feladatban eldkeriilt egy egyenes szakasz az alaplap kozéppontja és a
felsG cstics kozott. Vajon mi lehet a neve ennek a szakasznak? (A didkok
remélhetGleg kitalaljak, hogy ez a szakasz a giila magassaga)

e A szamolasok folyaman tobbféle magassaggal dolgoztunk. Az FE szakasz
magassag volt a BCE haromszdgben, a TE szakaszt viszont a teljes galaban.
Fontos, hogy ezeket a magassagokat ne keverjiik egymassal. Erdemes ezt
jelolésben is elkiiloniteni, pl. a teljes test magassagat m-mel, az oldallap
magassagat kovetkezetesen m_o-val jelolni.

e A testen beliil vezetd legrovidebb ttvonal hossza az el6z6 feladatunk mindkét
utvonallehetGségébdl kijott, kétféle modon is ki tudtuk szamolni a test
magassagat.

i

7. Feladatmegoldas, az 6ra lezarasa (10 perc)

Moédszertani megjegyzés

A feladat megbeszélésére a
kovetkez6 ora elején keriil
sor (a megoldast is a 6. 6ra

Tanari kozlés: Az elébb jo alaposan korbejartuk, hogy hogyan
érdemes legrovidebb ttvonalakat talalni egy gila alaka bolygon. A

feladatotok most az lesz, hogy padtarsatokkal megvizsgaljatok, hogy vézlataban kozoljiik). A

hogyan miikodik mindez egy kocka alakd bolygén. Ora végéig didkoknak a feladat

dolgozzatok kozosen a megoldason, ha nem értek a végére, akkor a befe]ezefselt guztm;k ki hazi
eladatul.

befejezés lesz a hazi feladat!

V
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Vetitsiik ki a prezentacio utols6 diajarol az alabbi feladatot:

Feladat: Egy kocka alakt bolygd neve Hexaédria, élei 2 km-esek.
Toldi és Buda két atellenes cstucson helyezkedik el. Milyen hosszt a
koztiik futé legrovidebb ut, mely

a) abolygd belsejében vezet?
b) abolygo kiilsején vezet?

¢) Hanyféle médon juthatunk a bolygoé kiilsején haladva
Toldit6]l Budara, ha a lehetd legrovidebb tton haladunk?

8. Az 6ra lezarasa (1 perc)

Moédszertani megjegyzés

A feladat megbeszélésére a
kovetkezd ora elején keriil
sor (a megoldast is a 6. 6ra
vazlatdban kozoljiik). A
didkoknak a feladat
befejezését tlizziik ki hazi
feladatul.

V

Tanar: Kérlek fejezzétek be ezt a feladatot otthon, a megoldas megbeszélésére a kovetkez6

ora elején kertil sor.

Mellékletek

Prezentacio a bolygokon valo legrovidebb utak kereséséhez

Az 6ran feldolgozott feladatokhoz tartozé diavetités.

Fajlnév: térgeometriag 05 melléklet utvonalak bolygokon

Nyomtathaté oravazlat

Ebben a dokumentumban tablazatos formatumban taldlhaté6 meg minden olyan informacio,
amire hasznos lehet az Ora tartdsa kozben ratekinteni. Nincsenek benne hossza szoveges
részek és modszertani megjegyzések, de részletesen kovethetd az ora felépitése.

F4jlnév: térgeometriag 05 tablazatos 6ravazlat
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https://itm.renyi.hu/sites/default/files/oratervek/geometria/09/t%C3%A9rgeometria9_05_mell%C3%A9klet_%C3%BAtvonalak%20bolyg%C3%B3kon.pdf
https://itm.renyi.hu/sites/default/files/oratervek/geometria/09/%C3%9Aj/t%C3%A9rgeometria9_05_t%C3%A1bl%C3%A1zatos%20%C3%B3rav%C3%A1zlat.pdf

