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VI. ora: Fuggvények abrazolasa
behelyettesitéssel

El6zetes tudas: Filiggvény, grafikonnal abrazolt fliggvény értelmezése.

Kozponti fogalmak: Fiiggvénygrafikon, behelyettesités.

Az 6ra legfontosabb elemei

1. Az ora elején még tovabb elemezziik a taxis példat, egy Gjabb animéacio6 segitségével,
amelyben mar két kiilonboz6 tarsasag dijszabasanak Osszehasonlitisara is van
lehetGség.

2. Ezutan egy feladatsor megoldasaval folytatodik az ora.

Miért igy tanitanank mi?

Az el6z6 ora folyaman a didkok elkezdtek elmélyiilni a hozzarendelések és a hozzajuk tartozo
grafikonok kozti kapcsolatban. Mindezt viszont képletek nélkiil tették, abbdl a megfontolasbol,
hogy igy kevésbé vonja el a behelyettesités technikaja a figyelmet a szemléletr6l. Miutan a
szemlélet erGsitésén az elmult ordkon sokat dolgoztunk, ratériink a behelyettesitéses
grafikonkészitésre. A bevezet feladat 1ényegében a mult 6rat zar6 probléma tovabbgondolésa,
ez teremt kapcsolatot az el6z6 6rai desmosos rajzkészités, és az ezen az 6ran gyakorlando
behelyettesités kozott.

Az o6ra masodik felében teljesen absztrakt fiiggvényeket is targyalunk, el6készitjiik az
alapfiiggvények grafikonjainak ismeretét. Az 6ranak fontos eleme, hogy a diakok egyénileg
végezzenek el sok behelyettesitést, és a kapott eredményeket egyénileg tudjak abrazolni. A
csoport tudasatdl fiiggéen javasoljuk, hogy a grafikonkészitéses feladatokat akar tobb 6ran
keresztiil gyakoroljak.

Az Ora elokészitése

Sziikséges:

1. Geogebra-animacioé kivetitésének el6készitése (két taxitarsasag dijszabasanak
osszehasonlitasa): vetitd, internet-kapcsolat/oldal betoltése /fajl letoltése.

Link: https://www.geogebra.org/classic/dmayfejb
2. Feladatsor nyomtatasa az 6rai munkahoz, fejenként egy példany.

Fajlnév: fur_o06_melléklet _behelyettesités feladatsor
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Az oOra felépitése

1. Orakezdés, a taxis feladat kibontésa (10 perc)

A sziikséges adminisztracié utan inditsuk az 6rat a GeoGebra-animdcié kivetitésével!
Elbszor allitsuk be 1igy, hogy csak egy taxitarsasag dijszabadsa legyen lathato.

Link: https://www.geogebra.org/classic/dmayfejb

Tanar: Az abran lathat6 grafikont méar alaposan végigbeszéltiik az 6ran. Valaki 0ssze tudna
foglalni a mult 6ra végén elhangzott legfontosabb dolgokat?
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A mult 6rai torténések felidézését a csoport felkésziiltségéhez igazitjuk, illetve ahhoz, hogy
milyen részletességgel sikertilt a miilt 6ra végén a taxis feladatot atbeszélni. Az alabbi dolgok
ujboli atbeszélését mindenképpen fontosnak tartjuk:

e  Mely hozzarendelést abrazoltuk, mi az alaphalmaz, mi a képhalmaz?

¢ Hogyan lehet leolvasni és hogy lehet kiszamolni, hogy mennyibe keriil pl. 6 km taxizas, és hogy
mennyit taxizhatunk pl. 6000 Ft-ért?

e Hogyan kapcsolodik a mult 6rdn megbeszélt [ (x):lOOO+500x képlet a kivetitett

grafikonhoz?

2o 2

e  Mi torténik, ha a cstiszkan 1évé értékeket elkezdem megvaltoztatni?

e Hogyan kell behelyettesiteni a fiiggvény képletébe?

Ha ezeket atbeszéltiik, és a behelyettesitést is gyakoroltattuk parbeszédes formaban, allitsuk

vissza a csuszkakat a kezdéértékre (alapdij=1000, kilométerar=500), majd ratérhetiink az
ujdonsagra a millt 6rai feladat kapcesan:

Tanar: A mostani geogebran megjelent egy felirat a malt 6rahoz képest, latjatok?
Belepipalok, nézziik, mi torténik?
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A Tanar kijeloli a jelolonégyzetet. Elb6szor tgy tilinhet, nem tortént semmi, hiszen a
paraméterek mindkét esetben egyenlbek.

Tanar: Els6 ranézésre semmi nem torténik. Mit csinaljunk, hogy mégis torténjen!
Diak: Allitsuk at az als6 két csuszkat!

Tanar: Nagyon jo, probaljuk ki! Es valéban, most mar két grafikon lathaté a koordinata-
rendszerben.

Tanar: Egy képzeletbeli varosban két taxitarsasag van, az egyik 1000 Ft alapdijjal és 500 Ft
kilométerdijjal miikodik, a méasik pedig 300 Ft alapdijjal és 650 Ft kilométerdjijjal (a
Tanar bedllitja a megfelel6 értékeket a cstiszkakon).

Hasonlitsuk 6ssze a két grafikont. Mit lattok? Miben térnek el a grafikonok?
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Diadkg: Mas lett a két grafikon. A masodik tarsasig grafikonja lejjebbrdl indul majd, a
kilométerenkénti dij valtoztatasaval pedig a d6lése fog megvaltozni, meredekebb lesz.

Akdar pontosithatjuk is, hogy a 300 Ft a nulla km-es utazdashoz tartozé dijat fogja megadnt,
azaz a grafikon itt fogja metszeni az y-tengelyt, és a 650 Ft pedig a kilométerenkénti
dijemelkedést fogja megmutatni, ezdltal vdltoztatni a grafikon meredekségét.

Tanar: Tegyetek fel egy olyan kérdést a két grafikont latva, amelynek vizsgalata hasznos lehet
a varosban 1év6 emberek szamara!

Az el6z0 kérdésre valosziniileg érkezik a valaszok kézott olyan, hogy hany kilométer utazasa
esetén melyik éri meg jobban. Ezen a ponton tobb lehetGségiink van, fiiggéen a csoport
felkésziiltségétol, illetve attol, hogy allunk idében. Egyrészt nyitva hagyhatjuk a kérdést,

feladva szorgalminak, masrészt folytathatjuk is k6zosen a kovetkezé modon:

Tanar: Arra kérdésre, hogy hany kilométer utazas esetén melyik tarsasaggal éri meg jobban
utazni, mit valaszolhatunk a grafikon alapjan? Tudtok-e pontos szdmot mondani?
Fogalmazzuk meg a kérdést a hozzarendelési szabalyok nyelvén!
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Diak3g: Meg kell nézni, hogy a két grafikonnak hol lesz egyenlé értéke, azaz hol fogjak egymast
metszeni.

Diakg4: Nehezen lehet leolvasni, hany km-nél lesz egyenlé a két érték.

Diaks: Azt a helyet keressiik, ahol a két fliggvény ugyanahhoz a km-hez ugyanazt az arat
rendeli, vagyis ahol a két fliggvény behelyettesitési értéke megegyezik.

Tanar: Szdmoljuk ki, hogy hany megtett kilométer utdn érdemes jobban az els6
taxitarsasaggal utazni!

Felirhatjuk az els6 képletet: f (x):1000+500x, illetve kitalalhatjuk a masik tarsasag
dijszabdsahoz tartozé képletet is: g (x)=300+650x .
Azt az x helyet keressiik, ahol f (x)=g(x), azaz 1000+500x =300+ 650x . Az egyenletet

megoldva x = % ~ 4,67, tehat koriilbeliil 4,7 km felett érdemes az elsé taxitarsasaggal

utazni.

2. Behelyettesitéses feladatsor 1-3. feladat, onall6 munka
(17 perc)

Tanar: Kiosztok egy feladatsort, itt fiiggvények kiilonb6z6 behelyettesitési értékeit kell majd
kiszamolnotok, és a kapott eredményeket grafikonon abrazolni. Azt szeretném kérni, hogy
egyénileg dolgozzatok, de elakadas esetén nyugodtan beszéljétek meg a kérdéses pontokat a
padtarsatokkal!

Feladatsor fajlneve: # fu1_o06_melléklet behelyettesités feladatsor

Moédszertani megjegyzések
Batoritsuk a didkokat, hogy a padtarsak segitsenek egymasnak!

A kovetkezd orarészlet, az ellenérzés kozeledtével hivjunk ki harom tanulot, akik felirjak
a harom tablazatot, illetve felrajzoljak a feladathoz tartoz6é grafikonokat a téabla
kiilonboz6 részeire. Igy a megbeszélés kezdetekor mar minden informécié megtalalhat6
a tablan.

L
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3. Kozos ellen6rzés (7 perc)

A koz0s ellendrzés soran a kovetkez6 szempontokra érdemes hangstlyt fektetni:

A behelyettesités rutinjanak elmélyitése

A behelyettesitést néhany esetben végeztessiik el hangosan is, kiilonbozé didkokat felszolitva.

Hasonlo grafikonok 6sszehasonlitasa

Hasonlitsuk 0ssze ora eleji taxis és a mostani klimaszerel6s feladat grafikonjait.

Mi az, amiben hasonl6 a kettd és miért lehet ez? Ertelmezziik a fiiggvény képletében talalhato
szamokat!

A behelyettesitéssel kapott pontok 6sszekothetisége

Erre a problémara két feladat is rAimutat, a 2. és a 3.

Mindenképp érdemes hangsilyosan kiemelni a 2. feladat A&ltal feltart
kiilonbozbségeket. Itt latszik, hogy a hozzarendelési szabaly még nem egyértelmiisiti a
grafikont, valamint az alaphalmazzal foglalkozas nem felesleges precizkedés.

A 3. feladatban pedig fontos kérdés, hogy a grafikon gorbiil-e vagy nem, a meglévé
pontokat szakaszokkal, vagy ivesen probaljuk-e 6sszekotni. Err6l érdemes a csoportot
megszavaztatni, hogy lassuk, mit éreznek 6k természetesnek. Probaljunk téliik érveket
kérni sejtésiik alatamasztasara.

Az ives 0sszekotottség mellett szo16 érvek:

1. Ha az egész grafikonnak van egy ivelése, miért lenne més a helyzet piciben,
mint nagyban?

2. Az x=1és x=2-re adddo pontokat dsszekotd szakaszra pl. nem illeszkedik az
x=1,5-hez tartoz6 pont (hogy valoban nem, azt szamolédssal tudjuk
ellendrizni).

3. Nézziik meg barmilyen grafikus abrazol6 programmal (GeoGebra, Desmos,
Photomath), mindegyik mutatja az ivelést.

Egy alternativ dijszabas, a 3. feladat 6sszehasonlitasa a korabbi taxis feladattal

Miben kiilonbozik a most kapott taxis grafikon a korabbiakt6l? Mennyibe keriil egy
ujabb kilométer megtétele 4 km utan és 10 km utan?

Miért nem életszertitlen az, amit latunk, azaz, hogy egy tjabb kilométerért nem
ugyanannyit kell fizetni az els§ par kilométeren, mint utdna? (Valasz: Amig
folyamatosan megy a taxi, addig van fuvarja. Ha az it vége felé kevesebb pénzt is keres,
mint az elején, legalabb keres pénzt, mig ha 4j fuvart kéne keresnie, akkor az 4j fuvarig
senki nem fizet neki.)
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4. Feladatmegoldas, egyéni/parmunka (8 perc)

Tanar: Eljott az a pont, amikor elszakadunk a vald életb6l vett példak vizsgalatatol.
A kovetkez6 feladatokban csak képleteket fogtok latni, ezekbe kell behelyettesitenetek
kiilonb6zé szamokat, és ez alapjan abrazolni fliggvényt. A feladatlap 4. feladatan fogtok
dolgozni, ligyeljetek ra, hogy igényes abrakat készitsetek. Ha ezzel megvagytok, ratérhettek az
5. feladatra is.

IdGkeret

A feladatmegoldésra szant id6 alatt varhat6an csak a 4. feladatra jut majd id6, de a
csoport gyorsasagatol fiiggben akar még kevesebb. A maradék feladatokbdl, elsGsorban
az 5. feladatbo6l néhanyat adjunk fel hazi feladatnak, hogy a behelyettesités és dbrazolas
algoritmusa minél jobban rogziiljon.

Munkaforma

A feladatok megoldasara mind az egyéni, mind a paros munka megfelel6. A tanar
mérlegelje a csoport adottsagait, és ezalapjan dontse el, mennyire dolgozzanak Gssze a
padtarsak.

L

5. Osszegzés, ora lezarasa (3 perc)

Tanar: Most nézziik meg kézosen a megoldasokat!

Alternativak a megoldasok bemutatasara

e A grafikonok koziil néhanyat megint felrajzolhatnak a tablara a gyorsabb tanuldk az
el6z6 rész végén, hogy ne az ellendrzésre szant id6 menjen el a rajzolgatassal.

e A fliggvények grafikonjai kivetithet6k a feladatlap megoldasaibdl is.

e De legalibb ilyen hasznos, ha a tanar él6ben allitja el6 egy dinamikus
fliggvényabrazolo alkalmazasban (Desmos, Geogebra), bemutatva, hogy mit hova
kell irni a felhasznalénak a grafikon kirajzoltatasahoz.

L

Lehetséges hazi feladat: a feladatsor kimaradt részei, els6sorban az 5. feladat.
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Mellékletek

GeoGebra-animacio

Az animéci6 annyiban tér el el6z6 6ran hasznalttol, hogy egyszerre két taxitarsasag tarifajat is
lathatova lehet tenni, igy lehet6ség nyilik az 6sszehasonlitasra.

Link: https://www.geogebra.org/classic/dmayfejb

Behelyettesitést gyakoroltato feladatsor

Az 6rai munkahoz hasznalt feladatsor. Az elsé harom feladat még szovegesen megfogalmazott
Osszefiiggéseket tartalmaz, mig a negyedik és az 6todik feladatban mar képlettel megadott
fiiggvényekkel kell dolgozni.

Fajlnév: fur_06_melléklet_behelyettesités feladatsor
Részletes nyomtathato 6ravazlat

Ebben a dokumentumban tablazatos formatumban taldlhaté6 meg minden olyan informacio,
amire hasznos lehet az o6ra tartdsa kozben ratekinteni. Nincsenek benne hosszi szoveges
részek és modszertani megjegyzések, de részletesen kovethetd az ora felépitése.

Fajlnév: # fvi_o06_tablazatos éravazlat részletes
Egyoldalas nyomtathat6 éravazlat

Tablazatos formatumu oOravazlat, ahol a leglényegesebb informaciok egy A4-es oldalnyi
terjedelemben 6sszefoglalva szerepelnek.

Fajlnév: # fvi_o06_tablazatos éravazlat A4
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