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II1. 6ra: Prima primek

Az ora célja: Az osztografikon tovabbi tulajdonsagainak megfigyelése, primszam és Gsszetett
szam fogalmanak koriiljarasa.

El6zetes tudas: osztd, valodi oszto, linearis fliggvény, négyzetgyokfliggvény

Kozponti fogalmak: primszam, 0sszetett szam

Az 6ra legfontosabb elemei

Rovid leiras Modszer Segédeszkoz Varhato
idétartam

1. | Bemelegito teszt egyéni munka | prezentécio6 (1.dia) | 5 perc

2. | Az osztégrafikon elemzése | frontéalis prezentacio 15 perc
megbeszélés

3. | Feladatmegoldas egyéni munka | feladatlap 15 perc
vagy parmunka

4. | Bizonyitas parmunka bizonyitas  1épései | 8 perc

felvagva
5. | Az ora lezarasa tanari kozlés 2 perc

Ezen az 6ran szeretnénk kicsit jobban megérteni az el6z6 6ran megkezdett osztografikont. Ez
a grafikon 4j megvilagitasba helyezi az osztoparokat, elvezet a primszamok és dsszetett szamok
fogalméhoz. Az 6ra utols6 harmadéban a didkok megismerkednek annak bizonyitasaval, hogy
a primszadmok szama végtelen.

Az Ora elokészitése

Sziikséges:

1. Az osztografikont bemutaté prezentacio.
Link: # szamelmélet_o03_ osztografikon

2. Primszamok és osszetett szamok feladatlap nyomtatasa a csoport létszaméanak
megfelelGen.
Link: # szamelmélet_03_melléklet_feladatlap

3. Abizonyitas lépéseinek kinyomtatisa és felvagasa annyi példanyban, ahany par van
a csoportban
Link: # szdmelmélet_03_melléklet_bizonyitas

Opcionalis:

4. Ha van lehet6ség vetiteni, akkor hasznos lehet az id6 mérése lathat6 formaban,
példaul a www.virtualisora.hu/idozito/ oldal segitségével.

5. Az osztografikon geogebrainak kivetitése (a ppt-n képként szintén megtalalhato):
https://www.geogebra.org/classic/huzawnma,
https://www.geogebra.org/m/wnqdtpc6



http://www.virtualisora.hu/idozito/
https://www.geogebra.org/classic/huz3wnma
https://www.geogebra.org/m/wn9dtpc6
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1. Bemelegités (5 perc)

Tanar: Miel6tt nagyon belelendiilnénk a munkaba, szedjiik 0ssze
gyorsan, mi mindent csindltunk az elmult 6ran! Nyugodtan
nézhetitek hozz4 a fiizeteteket.

Diaki: Jatszottunk!

Diakz: Tovabba megbeszéltiik, hogy egy szam oszt6it hogyan lehet
Osszegytjteni az osztoparok segitségével.

Diak3: Es elkezdtiik megrajzolni azt a fura grafikont.

Tanar: Ennyi emlékeztet6 pont elég is lesz kiindulasnak, hogy mi is
az a ,fura grafikon”, ahhoz még visszatériink. A kovetkez6kben
néhany kérdést lathattok kivetitve, mindegyikre igen vagy nem a
valasz. A padtarsatokkal probaljatok megvalaszolni Gket, a
valaszotokat igyekezzétek megindokolni, 2-3 percetek van ra
osszesen.

ll. 6ra
Prima primek

Moédszertani megjegyzés

A mult 6ran vagy otthon
befejezett osztografikon
rengeteg lehetfséget tartogat.
Az ora els6 negyed orajaban
ezt szeretnénk minél jobban
kiakn4zni, ehhez segitséget
jelenthet, ha a grafikont ki is
vetitjiik:
https://www.geogebra.org/cl
assic/huzgwnma

A grafikon el6tt azonban
néhany kérdést tesziink fel a
didkoknak, amely a munkaba
razodasukat segiti.

A tanar batran mérlegelje,

hogy a grafikont milyen
mélységben  vizsgilja a
csoporttal.

Moédszertani megjegyzés
A tanar kivetiti a kérdéseket, amelyek a kovetkez6k:

1.Minden 5-tel oszthat6 szamnak paros darabszamu oszt6ja van.

3.Minél nagyobb egy szam, anndl t6bb osztbja van.

2.Az osztoédiagram azt a fliggvényt abrazolta, amely minden szamhoz hozzarendeli az osztoit.

2. Az osztografikon elemzése (15 perc)

Modszertani megjegyzés

Az id6 letelte utan a tanar végigmegy a kérdéseken és a diakok kézfeltartassal jelzik, hogy szerintiik

igaz vagy hamis a helyes valasz.

-

Tanar: Nézziik az els6 kérdést, van, aki igazra szavazott? Hogyan gondolkodott?

Diak: Megnéztem 5-re, annak kett6 darab van, 10-re és 15-re 4 darab, 20-ra 6 darab. Ez

alapjan biztos mindig paros darabszamu van.

Tanar: Es aki szerint hamis, az hogyan gondolkodott?

Diak: Talaltam ellenpéldat, a 25-nek éppen harom osztbja van, az 1, az 5 és a 25.
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Tanar: Latjatok, ezért nem szabad tal hamar &ltalanos kovetkeztetéseket levonni. Van itt
azonban még valami. Mult 6ran tanultuk, hogy egy szdm osztoit célszerli paronként keresni.
Soroljatok fel nekem gyorsan a 30 osztoparjait!

Diak: 1és 30,2 és15,3és10,5¢és 6.

Tanar: Remekiil elmondatok. Es akkor miért nem igaz a kovetkezs: egy 1-nél nagyobb szam
minden osztéjanak van parja, tehat az 1-nél nagyobb természetes szdmoknak paros
darabszamu oszt6ja kell legyen. Nincs itt valami furcsasag?

Diak: A hiba ott van, hogy lehetnek olyan osztok, amelyek onmaguk parjai, példaul a 25 esetén
az 5 onmaga parja.

Tanar: Remek észrevételt tettél. Kés6bb visszatériink még erre, most viszont annyit Ujra
megjegyziink, hogy lehet olyan osztd, ami 6nmaga parja. Térjiink ra a masodik kérdésre. Ki
szerint igaz, ki szerint hamis?

Diak: Az Allitds hamis, mert ez a hozzarendelés nem fiiggvény, egy szamhoz tobb kiilonboz6
értéket rendeliink.

Tanar: Na és a harmadik? Ki szerint igaz, ki szerint hamis?

Diak: Hamis, hiszen példaul a 12-nek van 6 db osztoja, viszont a nala nagyobb 13-nak csak 2
darab.

Moédszertani megjegyzés
A tanér ezen a ponton tovabblép a kovetkez§ didra. amelven az osztégrafikon lathato.

—

Tanar: Maradjunk még egy pillanatra a 3. kérdésnél, mi a hiba a kovetkezd érveléssel: Ha
ranézek az osztografikonra, akkor jobbra menve altalaban egyre tobb pottyot latok, tehat egyre
nagyobb szamoknak egyre tobb osztojuk van.

Diak: Az allitds azt mondja, hogy mindig tobb oszt6ja van egy nagyobb szdmnak. Amire a
tanar Gr/tanarnd utal, az meg az, hogy nagyobb szamoknak sok esetben tobb oszt6juk van,
mint a kisebbeknek. De nem mindig, mint azt a 12 és 13 esete mutatja.

Tanar: Nagyon fontos dolgot mondtal, ami az egész témanak egy kulcskérdése, és szamtalan
olyan problémahoz vezet, amelyeknek a mai napig sem ismerik a megoldasat a
matematikusok.

Ebben a diagramban egyszerre latszanak szabalyossagok és szabalytalansagok, agy tlinik,
mintha az osztok mennyisége altalanossagban egyre novekedne, aztdn Gjra és jra jonnek
olyan szamok, amelyekhez csak két pottyot rajzolunk, ilyenek példaul a 17 és a 23.

Tudja valaki egyébként, hogy hogy hivjuk azokat a szdmokat, amelyekhez csak két pottyot
rajzoltam, tehat csak két pozitiv osztéjuk van?

Diak: Primszamoknak!
Tanar: Es amelyiknek t6bb osztja van?
Diak: Osszetett szamoknak!

Tanar: A grafikonon tehat a primek a , kétpottyosok” az Osszetettek a ,legalabb 3 pottyosok”.
Es melyek az ,egypottyosok™?
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Diak: Csak az 1 az egypottyos, minden nagyobb szdmnak van legalabb két osztdja, 1 és

onmaga.

Moédszertani
Tanar: Bizony. A grafikon is azt mutatja, hogy az 1 egész méasképp megjegyzés
miikodik osztok szempontjabol, mint az Gsszes tobbi pozitiv egész, < A tanar rogziti és
ezért 6 sem nem prim, sem nem osszetett. rogzitteti a primszam és

az osszetett szam

Tanar: Az abrankon elég sok olyat latunk, amikor Gjra és tjra definiciojat, valamint azt
] )

,Kétpottyos szamok”, tehat primszamok Kkeriilnek el6. Jo6 kérdés hogy az 1 sem prim, sem
példaul, hogy ezek egy id6 utan elfogynak-e. Fogunk még ezzel is Osszetett.
foglalkozni.

Most viszont arra térjiink ra, hogy milyen szabalyossagok vannak ebben a grafikonban. Tudtok
erre példakat mondani? Elkezdtiink mult 6ran olyan egyesekrdl beszélni, amelyekre nagyon
sok pont illeszkedik, induljunk el ezen a nyomon. Hol lathatunk ilyen egyeneseket?

Diak: Itt vannak példaul sorban vizszintes egyenesek Modszertani
y = 1-nél, y = 2-nél, y = 3-nal, stb. megjegyzes
A tanér a csoport

ar: Mit j = &vE ? o o Iz
Tanar: Mit jelentenek az y = 1 egyenesen 1év6 pontoks? eléismerereitdl fizzdon

Diak: Azt, hogy az 1 minden pozitiv egész szamnak osztdja. donts,e el, hogy a SZO,ban
forgd egyenesekre tgy
Tanar: Es az y = 2 egyenesen 1év6k? hivatkozik, mint az
f(x) = 2 fiiggvény
Diak: Az pedig azt mutatja, hogy a paros szamok mind oszthatok 2- grafikonja, vagy mint az
vel, az y = 3 pontjai pedig azt, hogy a 3, a 6, a 9, stb mind oszthatoak y = 2 egyenletli egyenes.
3-mal.

Tanar: Szuper, egyben azt is megértettiik, hogy miért 1épegetiink az y = 1 egyenesen
egyesével, az y = 2 -n kettesével, az y = 3-on harmasaval.

Vannak azonban olyan egyenesek is, amelyek nem vizszintesek, mégis elég sok pont illeszkedik
rajuk. Mutattok erre példat? Jojjon ki valaki a tablahoz, és mutasson néhany ilyen egyenest!

Modszertani megjegyzés
A tanar kihiv valakit, aki megmutatja az 4bran kirajzol6do ,ferde” egyeneseket, tehat az y = x,

y = %x ésy = %x képlethez tartozokat, majd 1épteti a diat.

L—
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Tanar: Probaljuk megérteni ezeknek az egyeneseknek a jelentését. Mit jelent a sok pont az
elsd, kék szintii egyenesen?

Diak: Azt, hogy minden szam osztdja sajat maganak.

Tanar: Na, és a zold? Lassuk csak, ezen az egyenesen az x = 2-hoz tartozik az y = 1, az
x = 4-hezazy = 2,a6-hoza 3, 8-hoz a 4, stb.

Diak: Akkor ez azt jelenti, hogy minden masodik szamot megfelezve oszt6t kapunk?
Tanar: Bravo, és akkor talan arra is rajottél, hogy a piros egyenesen 1év6 pontok mit jelolnek.

Diak: Ezen az egyenesen azt latjuk, hogy 3-nak osztdja az 1, a 6-nak a 2, a 9-nek a 3. Tehat
minden harmadik szdm harmada megjelenik az osztok kozott.

Tanar: Mar csak egy dolgot lenne joO megérteni, mégpedig azt, hogy mi is lehet ez a
sfelez6vonal” felirat. Ehhez elGszor arra valaszoljatok, kérlek, hogy mi lehet a szinezés
jelentése ebben az &braban. Talaltok ebben barmi szabalyszer(iséget? Kérlek, most
fiiggblegesen probaljatok keresgélni.

Diak: Az 6sszetartoz6 osztoéparok mindig egyszintiek.
Tanar: Es akkor mi lehet a felezévonal?
Diak: Valami olyan vonal, ami az osztopar tagjait elvalasztja egymastol.

Tanar: Es amelyik osztd6 6nmaga a pérja, ahogy ezt példaul a 25-nél lattuk, azt hogyan
valasszuk el 6nmagato6l?

Diak: Gondolom azok a pottyok rajta lesznek ezen a felez6vonalon.

Tanar: Nagyon jol mondod! Nézziik csak, miknek a parjai 6nmaguk? A 4-nél a 2-nek, a 9-nél
a 3-nak, a 16-nal a 4-nek, a 25-nél az 5-nek. Lattok valamilyen szabalyt?

Diak: Mindig a gyoke?

Tanar: Tudjuk ezt picit pontositani?
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Diak: Amelyik szdmbol tudunk gyokot vonni, ott a gyok 6nmaga parja lesz.

Modszertani
Tanar: Egészen remek, még egy picit pontositok, a 8-bdl is tudok gyokot i megjegyzés
vonni, de v/8 nem oszt6, fontos, hogy a gyok egész legyen. De a lényegre térve, A tanar
rajzoljuk be az f(x) = /x fliggvény grafikonjat, lassuk, mi torténik. bepipalja a
megfelel§
Tanar: Most, hogy ennyi mindenre fény deriilt, még arra hadd hivjam fel a jelolénégyzetet.

figyelmeteket, hogy az abran nagyon szemléletesen latszik az, amir6l mar

milt o6ran tanultunk. Arra gondolok, hogy az osztopar egyik tagja
mindenképpen legfeljebb az eredeti szadm gyoke, tehat ha az osztokat parosaval keressiik, elég
a szam gyokéig elmenniink.

Moédszertani megjegyzés

LehetGség van arra is, hogy tovabb kivetitsiik a diagramot, szinek nélkiil, erre szolgél a kovetkezo
link: https://www.geogebra.org/m/wnodtpc6.

<

3. Feladatmegoldas (15 perc) Médszertani
megjegyzések
Tanar: Most, hogy tisztdztuk a primszdm és Osszetett szam A tanar kiosztja a kiilon

fogalmat, kaptok egy ezekkel kapcsolatos feladatlapot. Probaljatok fajlban talalhato feladatsort.

a feladatok koziil minél tobbet megoldani! Dolgozhattok egyediil
vagy parban, 15 percetek van a munkara.

Moédszertani megjegyzések

Sétaljunk korbe, nézziik, hogyan haladnak a didkok. Ellenérizziik az eredményeiket, jelezziink
vissza. Hallgassuk meg a megoldasi Otleteiket. Ha sziikségesnek érezziik bizonyos feladatokat
kozosen is megbeszélhetiink.

Akik elkésziiltek a feladatlappal, jatszhatnak osztdjatékot altaluk valasztott szamokkal.

L
4. Végtelen sok primszam van (8 perc)

Tanar: Szerepelt a feladatlapon egy interneten keresgélds kérdés: Hany jegy(i a legnagyobb
primszam? Kicsit gonosz kérdés volt. Miért?

Diak: Mert nem volt elég pontos.
Tanar: Ezt hogy érted?

Diak: A legnagyobb primet nem tudjuk megadni, csak azt, hogy mi a legnagyobb jelenleg
ismert prim.

Tanar: Miért?
Diak: Mert lehet, hogy késébb talalnak nagyobbat.
Tanar: De biztosan létezik nagyobb?

Diak: Szerintem igen. Az osztografikon vizsgalatakor is lattuk, hogy Gjra és Gjra felbukkannak
primek.
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Tanar: Te mit gondolsz a legnagyobb primszamroél?
Diak: Hogy nem létezik ilyen, mert végtelen sok prim van.

Tanar: Megfogalmaztal egy olyan sejtést, hogy végtelen sok primszam van. Ezt fogjatok most
parokban bebizonyitani. Leirtam a bizonyitast egy lapra, amit aztan felvigtam mondatokra.
Kiosztom nektek ezeket a mondatokat. Osszatok el 6ket egymas kozott, és probaljatok meg
sorba allitani 6ket, 6sszerakni a helyes gondolatmenetet. A munka soran mindenki csak a sajat
mondatait mozgathatja.

Moédszertani megjegyzések

A parok lehetnek az egymas mellett il tanulok, de dolgozhatunk véletlenszeri parokkal is, ehhez
hasznélhatjuk példaul a https://flippity.net/ ,Random name picker” alkalmazasat. Ha paratlan
szamu didkunk van, akkor az egyik csoport lehet haromfés.

A tétel bizonyitasanak sorbarakisa nem csak logikus gondolkodast igényel, de a szovegértési és
szocialis kompetencidkat is fejleszti. Azért fontos, hogy mindenki a sajat mondatait mozgassa, hogy
lehetGleg a par mindkét tagja kivegye a részét a feladatmegoldasbdl.

Jol egyiittm{ikodd csoportokban a feladat nehezithetd azzal, hogy nem beszélhetnek kozben.

Jarjunk korbe, segitsiink az elakad6 paroknak. A kész munka konnyen ellendrizhet6: A jobb oldali
bet{ik 6sszeolvasisaval az ,,Euklidész Elemek” szokapcsolatot kapjuk. A kozolt bizonyitas mar ebben
a miiben is olvashato volt!

Akik elkésziiltek, még jatszhatnak osztdjatékot altaluk valasztott szamokkal, ha marad ra idé.

5. Az ora lezarasa (2 perc)

Tanar: A mai elemeztiik az osztografikont, megbeszéltiik a primszam és az Osszetett szam
fogalmat, és bebizonyitottuk, hogy végtelen sok primszam van.

Javasolt hazi feladatok:

1. Az 6rai feladatlap befejezése.

Magyarazat: A feladatok atvezetnek a primszamoktoél a primtényezés felbontasig, ami a
kovetkezd 6ra témaéja lesz. (Az utolso feladat segitség a mualt 6ran adott fejtoré megoldasahoz.)

2. Keressetek tovabbi olyan szamokat, amelyekkel biztosan gydzni tudtok az osztojatékban! Ti
donthetitek el, hogy kezdeni szeretnétek, vagy atadjatok a kezdés jogét.

Magyarazat: Haladni szeretnénk azon felismerés felé, hogy a jaték lefolyasa a primtényezds
felbontason maulik.

3. Az alabbi linken egy érdekes animaciot latsz:

http://www.datapointed.net/visualizations/math /factorization/animated-diagrams

Probald megfogalmazni, hogy mi lathato ezen Moédszertani megjegyzés

az animdcion, tapasztalataidat ird le, tegyél _ )

minél t5bb megallapitast! \ Ez a feladat rendkiviil alkalmas arra, hogy beadz.mdo
feladat legyen, amelybdl akar jutalompontot is

Magyarézat: Az animécié segitségével értékes szerezhetnek a didkok. Az animaci6 megértésének

megallapitisok tehetk primszamokrol és mélysége nagyon valtozo lehet, emiatt mindenki a

maga tudésszintjéhez mérten tud rola kiilonb6z6

oOsszetett szamokrol, azok felbontasarol. oSEi Y e, ;
mélységii megallapitasokat tenni.



http://www.datapointed.net/visualizations/math/factorization/animated-diagrams/
https://flippity.net/
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Mellékletek

1 Osztografikon prezentacio

2 Primszamok és osszetett szamok feladatlap
3 Bizonyitas

Részletes nyomtathato 6ravazlat

Ebben a dokumentumban tabl4zatos formatumban taldlhat6 meg minden olyan informacio,
amire hasznos lehet az 6ra tartasa kozben ratekinteni. Nincsenek benne hosszi szoveges
részek és modszertani megjegyzések, de részletesen kovethetd az ora felépitése.

Egyoldalas nyomtathato 6ravazlat

Tablazatos formatumu oOravazlat, ahol a leglényegesebb informaciok egy A4-es oldalnyi
terjedelemben 6sszefoglalva szerepelnek.

Gyakorlo6feladatok (lehetséges hazi feladat)

Képletté alakithato szoveges feladatokat tartalmazo gyakorlofeladatsor. Felhasznalhatjuk hazi
feladatként, vagy megoldhatjuk egy gyakorlooran kozosen.




