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II. 6ra: Keressunk osztokat!

Az oOra célja: Osztok keresése osztoparok modszerével, osztok eloszlasanak vizsgalata az
osztografikon segitségével.

El6zetes tudas: forditott aranyossag, négyzetgyokvonas, hozzarendelés, fliggvény

Kozponti fogalmak: oszto, valddi oszto, osztopar

Az 6ra legfontosabb elemei

Rovid leiras Modszer Segédeszkoz Varhato
idétartam
1. | Bemelegités egyéni munka 5 perc
2. | Osztok  keresése  az | frontilis tabla, kréta 15 perc
osztoparok modszerével megbeszélés
3. | Az osztografikon | frontalis tabla, kréta 15 perc
elkészitése megbeszélés,
egyéni munka
4. | Osztojaték parmunka prezentacio a | 8 perc
szabalyokkal, iires
lapok
5. | Az ora lezarasa tanari kozlés 2 perc

Ezen az 6ran osztokat keresiink az osztoparok moédszerével. Elkészitjiik az osztok eloszlasat
mutat6é grafikont, amelyet a kovetkezd oran fogunk részletesen elemezni. Folytatjuk az
osztojatékot.

Az Ora elokészitése
Opcionalis:

1. Prezentacio az osztojaték szabalyaival.
https://docs.google.com/presentation/d/116NO9k-BFVsl10KROXTq-
jLikmcL6Q FACZxRB50v3M/edit?usp=sharing

2. Ures lapok az osztojatékhoz. (Jatszhatjak a fiizetiikben is.)



https://docs.google.com/presentation/d/1I6NO9k-BFVsl1oKROXTq-jLjkmcL6Q_FACZxRB5Ov3M/edit?usp=sharing
https://docs.google.com/presentation/d/1I6NO9k-BFVsl1oKROXTq-jLjkmcL6Q_FACZxRB5Ov3M/edit?usp=sharing
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Az oOra felépitése

1. Bemelegités (5 perc)

Tanari kozlés: A mult 6ran megismerkedtiink az osztod, Médszertani
tobbszoros, maradék fogalmaval. Ismétlésként nézziink megjegyzések
néhany példat. Legyen a 120 az a szam, amit vizsgalunk. Sétaljunk korbe, segitsiink az
Mindenki irjon fel a fiizetébe 3 mondatot, amelyben elakaddknak. Akik hamarabb
hasznélja a harom szakkifejezést a 120-szal kapcsolatban. elkészilnek, irhatnak tovabbi
mondatokat!

L=

2. Osztok keresése (15 perc)

Tanar: Halljunk néhanyat a felirt mondatokbdl! Mindenki mondjon egyet, de iigyeljetek ra,
hogy ugyanaz ne hangozzon el t6bbszor.

Diakok: (példak) Moédszertani megjegyzések
Kérdezziink ra, az egyes mondatokra, hogy
e A2 o0szt6ja a 120-nak. honnan tudjak. (Péld4ul a 120 oszthat6 2-vel,
e A 120 tobbszorose a 6-nak. mert 120 = 2 - 60.) Ahlbas mondatokat javitsuk
ki kozosen.

e A 1201 maradékot ad 7-tel osztva.

e A120 osztdja a 360-nak. Mikozben mondjak a mondatokat, irjuk fel a 120

emlitett osztoit.

e Az 120 000 tobbszorose a 120-nak.
e A 1255 maradékot ad 120-szal osztva. V
Tanar: Nagyon ligyesek vagytok, jol hasznaltatok a

szakkifejezéseket. A mondataitok alapjan felirtam a 120 néhany osztojat. Megtalaltuk az
osszeset? Hogyan kellene ezt ellendrizni?

Diak: Erdemes lenne nagysag szerint rendezni ket.

Tanar: Nagyon jo. Mivel kezdjiik?

Diak: Az 1-gyel, mert azzal minden szam oszthaté.

Tanar: Miért?

Diak: Mert 120 = 1 - 120. (Es ez minden més pozitiv egész szdmra igaz.)
Tanar: Igen. Tudunk-e ez alapjan rogton egy masik osztot is mondani?
Diak: Igen, magat a 120-at.

Tanar: Es ezt hova irjam a tablara?

Diak: Ha az 1-et a bal szélre irtuk, akkor ezt most irjuk a jobb szélre, mert ez a 120 legnagyobb
osztoja.

Tanar: Jo otlet. 1-gyel és 6nmagaval minden szam oszthato, ezeket nem valodi osztéknak
nevezziik. Irjuk ezt az elnevezést az 1 és a 120 ala. Hogyan folytassuk?
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Diak: A 120 kovetkez6 osztdja a 2.

Tanar: Miért osztdja a 120-nak a 2?

Diak: Mert 120 = 2 - 60. Ez alapjan a 60-at is felirhatjuk a 120 mellé a jobb oldalra.
Tanar: Igy van, ezek mar valédi oszték, irjuk fel ezt az elnevezést is.

Ez elég iligyes modszer az osztok keresésére. Parban keressiik Gket. Az ilyen parokat
osztoparoknak nevezziik. Rogzitsiik ezt az elnevezést is! Mi a kovetkez6 osztopar?

Diakok:
e A3ésago.
e Agésaso.
e Az5és24.

e Ab6ésa=20.
e 7-tel nem oszthato.
e 8-cal viszont igen.

Tanar: Kinek van tligyes modszere, hogy megallapitsa, hogy mi a 8 parja?
Diak: Osztom a 120-at 8-cal.
Tanar: J6-jo, de nincs-e valamilyen gyorsabb modszer?

Diak: 120 = 4 - 30. Ha az egyik szorz6tényez6t duplajara valtoztatom, akkor a méasikat a felére
kell csokkentenem, hogy a szorzat ne valtozzon. Tehat 120 = 8 - 15.

Tanar: Milyen kapcsolat ez az osztoparok tagjai kozott?
Diak: Forditott aranyossag.
Tanar: Ez a gondolat segit, hogy gyorsabban talaljunk osztokat. Folytassuk!
Diakok:
e 9-cel nem oszthato.

e 106és12.
e 11-gyel nem oszthatd.

Tanar: Es meddig kell folytatnunk a vizsgalodast? 120-ig? Az elég faraszto lesz...
Diak: Nem, mert parban keressiik az osztokat, igy megtalaljuk a nagy osztokat is.
Tanar: Akkor meddig kell elmenniink?

Diak: Elég a szam feléig.

Tanar: Tehat 60-ig? Mindenki egyetért ezzel?

Diak: Nem, szerintem mar nem kell tovibbmenniink. A 10 parja a 12, 11-gyel meg nem
oszthatd. A 11-nél nagyobb osztokat mar megtalaltuk a parjukkal.

Tanar: Ki tudja megfogalmazni, hogy legfeljebb meddig kell elmenniink az ellenérzéssel, ha
egy szam osztoit keressiik az osztoparok modszerével?
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Diak: A négyzetgyokéig, mert a kisebbik osztd legfeljebb ekkora lehet.
Tanar: Es mekkora a 120 gyoke?
Diak: 11-nél valamivel kisebb, mert 11 négyzete 121.

Tanar: Nagyon j0, akkor a végére értiink a 120 osztbinak. Ki tudja 6sszefoglalni, hogyan kell
keresni egy szam osztoit osztoparok modszerével?

Diak: Elkezdjiik az 1-gyel, felirjuk az 1-et és a parjat, magat a szamot. Utana folytatjuk a 2-vel.
Ha oszthatd vele a szam, akkor felirjuk a 2-t és a parjat. Es igy tovabb. Ezt egészen addig
csinéljuk, amig el nem érjiik a szam négyzetgyokét.

Tanar: Nagyon jo. Azzal egésziteném még ki, hogy a forditott ardnyossag gondolata segithet
a parok megtalalasaban.

3. Az osztografikon (15 perc)

Moédszertani megjegyzések

A most kovetkezd rész célja, hogy a didkok megismerkedjenek azzal az izgalmas hozzarendeléssel, mely minden
természetes szamhoz hozzarendeli a pozitiv osztéit. A hozzarendelés grafikonjat a didkok maguk hozzak 1étre
kis segitséggel, és egy olyan abrat kapnak, amely reményliink szerint tobbiiknek felkelti az érdekl6dését. A
hozzarendelés grafikonja megtalalhat6 az alabbi geogebra abran:

https://www.geogebra.org/classic/huzgwnma. A grafikon kivetitését csak késébb javasoljuk, fontosnak
tartjuk, hogy az abra elkészitését kozosen kezdjék el a diakok a fiizetben, és a tanar a tablanal.

Az osztégrafikont, és annak modszertani hasznossagat Imrecze Zoltanné hagyatékabol ismertiik meg.

Tanar: Elég jol belejottiink mar az osztok keresgélésébe. Most eggyel tovabb 1épiink, és
megprobaljuk vizualizalni kicsit az eddigieket. A vizualizacié egy nagyon fontos és hasznos
eszkoz, nem véletlen, hogy nagy cégek fizetnek elég sokat azért, hogy az adataikbdl
szakemberek minél jobb vizualizaciokat készitsenek, amelyek aztan segitik 6ket egy-egy céget
érinté dontésben.

A szamok osztoit tobbféle médon lehet vizualizalni, most nem egy-egy szam osztdit fogjuk
megjeleniteni, hanem sorban a természetes szamokét. Ehhez mindenki vegyen fel a fiizetébe
egy legalabb 15 cm-es x-tengelyt, és ra meréGlegesen a bal szélre egy legalabb 15 cm-es
y-tengelyt. Legyen a racsnégyzet oldala az egység, igy 30-ig kiférnek a szamok mindkét
tengelyen.

Soroljatok fel nekem az 1, 2, 3 és 4 osztoit!
Diak: Az 1-nek csak 6nmaga, a 2-nek 1 és 2, a 3-nak 1 és 3, a 4-nek az 1, 2 és a 4.
Tanar: Remek, ezt a kovetkez6képpen fogom jelolni a koordinata-rendszerben:

e Ha x=1, akkor csak y=1-hez teszek egy pontot.
e Hax=2, akkor y=1-hez és y=2-hoz teszek pontokat.
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e Hax=3, akkor y=1-hez és y=3-hoz teszek pontokat.
e Hax=4, akkor y=1-hez, y=2-hoz és y=4-hez teszek pontokat.

Tanar: Tudnatok folytatni a grafikon elkészitését? Kérlek, hogy x = 16-ig
készitsétek el a grafikont. Els6re elég monoton elfoglaltsagnak tiinik, de
igérem, a végeredményben elég sok érdekes szabalyossag lesz, érdemes az
elkészitésével kicsit vacakolni, 5 percetek van ra.

Alapvet6éen egyediill dolgozzatok, de nyugodtan egyeztessétek a
padtarsatokkal, illetve ha nem sikeriil elindulnotok, szoéljatok nekem, és
segitek.

Moédszertani
megjegyzések

Mikozben a tanar
az el6z6eket
mondja, elkezdi a
tablan felrajzolni

16 ® a grafikont az
i elmondottakkal
14 Q@ ..
® Osszhangban.
12 D @
@
10 )
()
8 @ ( J
® ® Modszertani megjegyzések
6 @ @ .. . q
® ® ® A tanar korbejarva segiti az
4 °® ® P 1) elakadokat, az id6 lejarta el6tt
e ® ® ® ® pedig megkér egy gyorsan haladd
2 e o o e o o o o diakot, hogy a tablara is rajzolja
e000000000Q00Q0QCOOO® fel a grafikont. Miutén ez
0 > 4 6 8 10 12 11 16 megtortént, a csoport figyelmét

1. abra Az osztégrafikon rendelkezésre all6 darabja

Tanar: Nagyon sok szép grafikon keletkezett a

kéri, hogy alaposabban
korbejarjak kozosen, mi is
tortént eddig.

flizeteitekben. Meg tudjatok mondani, hogy mi az, amit
igazabol abrazoltunk a koordinata-rendszerben?

Diak: Egy fiiggvényt?
Tanar: Milyen fiiggvényt?

Diak: Azt a fliggvényt, amely minden szdmhoz hozzarendeli az osztoit.

Tanar: Nagyon sok jo elemet tartalmaz, amit mondasz, kiindulasnak szuper, de pontositsuk

egy kicsit. Azt mondod, minden szdmhoz. Minden szdmhoz?

Diak: Minden pozitiv természetes szamhoz.

Tanar: Igen, ez egy nagyon fontos kikotés, nem tartozik érték példaul az % -hez. De van am

még egy dolog, tgy kezdte XY a mondatat, hogy ,azt a fliggvényt”. Valakinek ehhez hozzaf(izne
valamit?

Diak: A fiiggvény egy szamhoz csak egy masikat rendel. Nem ezzel van a gond?

Tanar: De bizony, itt egy alaphalmazbeli elemhez tobb képhalmazbeli is tartozhat, tehat ez
nem fiiggvény. Tudtok ilyen alaphalmazbeli elemre példat mondani?

Diak: Példaul a 4-hez hozzarendeltiik az 1-et, a 2-t és a 4-et is.
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Tanar: Na ez igy mar teljesen pontos, rogzitsiik is, amire jutottunk. N
Tanar: Tudtok-e olyan médszert mondani, amivel a folytatdsban Moédszertani megjegyzések
esetleg gyorsabban haladnank? A tandr rogziti a tablara a

ia i . ; . fikon al4:
Diak: Igen, mivel az 1 minden szamnak oszt6ja, felvehetjiik az S

oOsszes olyan racspontot, amelynek masodik koordinatéja 1. e Annak a hozzérendelésnek a

grafikonja, amely minden

Tanar: Szuper. Ezek a pontok mind illeszkednek az flx) = 1 pozitiv természetes szamhoz

konstans fliggvény grafikonjara, azaz arra az egyenesre, amely hozzérendeli az osztéit.

parhuzamos az x tengellyel, és téle 1 egység tavolsagra halad. Mivel o Alaphalmaz és képhalmaz:

ennek az egyenesnek a pontjaira mind igaz, hogy y koordinatajuk 1, pozitiv természetes szamok

emiatt id6nként gy is hivatkozunk r4, hogy ez az y=1 egyenletii halmaza.

egyenes. e Ez a hozzarendelés nem
fiiggvény.

De visszatérve az egyenes pontjaira, 6ssze is kothetjiik akar ezeket a
pontokat?

Diak: Nem, mert most csak pozitiv egész szamokhoz rendeliink hozza.

Tanar: Igazad van, a kapott pontok nem kothet6k Ossze. Van-e valakinek méas oOtlete a
gyorsabb haladésra?

Diak: Es minden szamnak osztéja 6nmaga, azaz bejeldlhetjiik az 6sszes olyan racspontot is,
amelyek x és y koordinataja megegyezik.

Tanar: Nagyon jo. Ezek a pontok melyik fliggvény grafikonjara illeszkednek?

Diak: Az flx) = x linearis fiiggvény grafikonjara/y = x egyenletli egyenesre, azaz az origon
athaladd, 1 meredekségli egyenesre.

Tanar: Hogy is nevezziik azokat osztokat, amiket most jeloltiink?
Diak: Nem valodi osztok.
Tanar: Van-e valakinek iigyes modszere a valddi osztok keresésére?

Diak: Minden masodik szdm péaros, azaz megjelolhetnénk minden mésodik racspontot az
f(x) = 2 konstans fiiggvény grafikonjan/y = 2 egyenletli egyenesen.

Tanar: Ez remek gondolat. Csinaljuk meg! Modszertani
. megjegyzés
Diak: Es l}asonl() elver.l mefgjelélhetnénk minden harmadik pontot az fix) = 3 A grafikon
konstans fiiggvény grafikonjan/y = 3 egyenletii egyenesen. befejezését x =
, . , ;e . L., 30-ig adhatjuk
Tanar: Bizony. Ezzel elég sok municiot kaptunk a grafikon elkészitéséhez. hazi feladatnak
Haladhattok szdmonként is, osztokat keresve, de hasznalhatjatok a most is.
elhangzott otletet is. Fejezzétek be a grafikont! Z S~

4. Osztbjaték (8 perc)

Az oOra utolso tevékenysége egy jabb osztdjaték, ezittal 120 alapszammal (ennek oszt6it mar
Osszeirtuk az ora elején). A megmaradt id6mennyiségtdl fiiggéen a tanar dontse el, hogy
milyen formaban és mennyiségben jatszatja a didkokat. Ha kevés id§ maradt, a padtarsak
jatsszanak egymassal néhany menetet, ha kicsit tobb, lehet6ség van valamiféle
»minibajnoksag” kivitelezésére is, erre az alapdokumentumban tesziink javaslatot.
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5. Az 6ra lezarasa (2 perc)

Tanar: A mai 6ran megbeszéltiik az osztok keresését osztoparokkal. Es elkészitettiik annak a
hozzarendelésnek a grafikonjat 16-ig, amelyik mindegyik pozitiv egész szamhoz hozzarendeli
a szam osztoit.

Javasolt hazi feladatok:
1. Osztografikon befejezése 30-ig.

Magyarazat: A kovetkezo oran részletesen foglalkozunk még a grafikonnal, ezért j6 lenne, ha
mindenkinek meglenne.

2. Keressetek olyan szamokat, amelyekkel biztosan gy6zni tudtok az oszt6jatékban! Ti
donthetitek el, hogy kezdeni szeretnétek, vagy atadjatok a kezdés jogat.

Magyarazat: Valosziniileg a didkok tobbsége felfedezi, hogy primekkel konnyen tudnak
nyerni. Ez jol kapcsolédik a kovetkez6 6rdhoz. Haladni szeretnénk azon felismerés felé, hogy
a jaték lefolyasa a primtényezds felbontdson mulik.

3. Fejtoro

A torok szultan bortonében 100 cella van, minden celldban egy-egy rab csiicsiil. A szultan
jokedvében ugy dont, hogy néhany rabot szabadon bocsat, de erre igen fifikds mddszert eszel
ki:

Alaphelyzetben minden cella zarva van. A szultan elkiild egy 6rt, hogy forditson egyet minden
cella zarjan. Aztan elkiild egy méasikat, hogy forditson minden masodikon (azaz zarja vissza a
2., 4., 6., 8., ..., 100. cellat). Aztan elkiild egy harmadikat, hogy forditson minden harmadik
zaron (ha nyitva van, zarja be; ha zarva van, nyissa ki). Es igy tovabb, a 100. 6r csak a 100. ajtd
zarjan fordit. Amelyik cella ajtaja ezek utan nyitva van, onnan tavozhat a rab.

Hény rab fog szabadulni, és honnan?

Magyarazat: A feladat az osztok szamaval kapcsolatos: azok a cellak maradnak nyitva,
amelyeknek paratlan szamu oszt6juk van. Ezek pont a négyzetszamok, tehat 10 rab szabadul.
Mar az osztoparok moddszere segithet rajonni a megoldésra, de a kés6bbi 6rakon visszatériink
még az osztok szdmaéra.

Mellékletek

Egyoldalas nyomtathaté éravazlat

Tablazatos formatumu oOravazlat, ahol a leglényegesebb informaciok egy A4-es oldalnyi
terjedelemben Osszefoglalva szerepelnek.

Gyakorlofeladatok (lehetséges hazi feladat)

Képletté alakithat6 szoveges feladatokat tartalmazo6 gyakorlofeladatsor. Felhasznalhatjuk hazi
feladatként, vagy megoldhatjuk egy gyakorlo6ran kozosen.




